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УДК 519.612 

В. С. Абрамчук*, канд. фіз.-мат. наук, 
І. В. Абрамчук**, старший викладач 

*Вінницький державний педагогічний університет  
імені М. Коцюбинського, м. Вінниця, 
**Вінницький національний технічний університет, м. Вінниця 

КОМБІНОВАНИЙ МЕТОД  
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЕЛІПТИЧНИХ РІВНЯНЬ 

Запропоновано метод розв’язування різницевих рівнянь 

A x b


, A H S V   , що виникають при дискретизації дво-

вимірних крайових задач еліптичного типу. Алгоритм 
розв’язування об’єднує ітераційний процес з прямими методами 
розв’язання рівнянь i i iS x d


, i N m , де стрічкова 2 1m   — 

діагональна матриця iS  з високою точністю наближає A  і має 

мінімальну ширину, N  ― число рядків матриці A . 

Ключові слова: різницеве еліптичне рівняння, перетво-
рення структури матриці, розклад Холецького. 

Вступ. У роботах [1–4] наведено відомості щодо розв’язування 
модельного різницевого рівняння Пуассона на сітці N N  (число 

змінних 2n N ). У таблиці 1 подані ресурси для часу і пам’яті, які 
необхідні для розв’язання рівняння із заданою точністю в умовах від-
сутності похибок заокруглення, що потребує певної застороги [2]. 
Більш глибокий аналіз показує, що наведені методи потребують удо-
сконалення, оскільки недостатньо досліджений вплив структури мат-
риці на швидкість збіжності, не сформульовані критерії, за яких метод 
мав би оптимальну швидкість збіжності. Наведені в таблиці 1 показни-
ки з ростом розмірності сіткової матриці для простору 2  і ,особливо, 
при переході в простір n , 3n  , втрачають свій зміст, оскільки шви-
дкість збіжності сповільнюється, бо методи не налаштовані на струк-
туру дискретного оператора на заданому шаблоні і зростає залежність 
точності розв’язку від накопичення похибок обчислень. Перехід від 
модельного різницевого рівняння Пуассона до різницевих апроксима-
цій диференціальних еліптичних рівнянь гідродинаміки і тепломасопе-
ренесення [3; 4] ще більше поглиблює різницю між теоретичними по-
казниками, наведеними в таблиці 1, і реальними обчисленнями. 

Постановка проблеми. Нехай еліптичний диференціальний 
оператор дискретизується на рівномірній квадратній сітці простору 

2  за шаблоном «хрест». 

© В. С. Абрамчук, І. В. Абрамчук, 2014 
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Обґрунтувати, що існує така структура матриці A  різницевого 
рівняння, для якої стрічкова матриця S  з високою точністю апрок-
симує матрицю A H S V    при мінімальній ширині стрічки S . 

Постановка задачі. 

1. Розробити метод, що поєднує в собі ітераційний процес з прями-
ми методами розв’язання підзадач для різницевих рівнянь еліпти-
чного типу. 

2. Розробити алгоритм швидкого розв’язування різницевого рівнян-
ня еліптичного типу. 

Щоб побудувати ефективні методи розв’язування різницевих 
еліптичних рівнянь, узагальнимо поняття: «ітераційні процеси Якобі і 
Гаусса-Зейделя» та розкриємо зміст «  ,A S m  — перетворення мат-

риці A  шляхом упорядкування вузлів сіткової матриці C ». 
Розглянемо ітераційний метод 

    1 ,k kx W x f  
 

 (1) 

узгоджений з системою A x b


,  nA M  , rank A n , ( )nW M  , 

rankW n , * 1x A b


, * *x W x f 
 

. Розіб’ємо матрицю A  на скла-

дові: A S H V   , де  S n n  — стрічкова матриця, складена з 

2 1m   діагоналей матриці A , m n ;  H n n  (  V n n ) — матриці, 

складені з елементів матриці A , що знаходяться нижче (вище) стрічко-
вої матриці S . Розбиття A S H V    показане на рисунку 1, O  — 
матриця з нульових елементів. 

= + + А 
O 

O 
O S 

H 
O 

V 

 
Рис. 1. Розбиття матриці для застосування комбінованого методу 

Таблиця 1 

Порівняльна складність розв’язання рівняння Пуассона на сітці 

N N  2( )n N . У стовпчику 4 позначено: П ― прямий,  
І ― ітераційний методи 

1. Метод 2. Час 3. Пам'ять 4 
Холецького для щільно заповнених матриць n3 n2 П 
Явного обертання n2 n2 П 
Холецького для стрічкових матриць n2 n3/2 П 
Якобі n2 n І 
Гаусса-Зейделя n2 n І 
Холецького для розріджених матриць n3/2 n log n П 
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Продовження таблиці 1 
Спряжених градієнтів n3/2 n І
Послідовної верхньої релаксації n3/2 n І
Чебишевського прискорення з SSOR n5/4 n І
Швидке перетворення Фур’є n log n n П
Блочна циклічна редукція n log n n П
Багатосітковий n n І
Нижня оцінка n n

Означення 1. Розбиття H S V A    матриці A  назвемо роз-
биттям з «переважанням стрічкової матриці S  з числом діагоналей 
2 1m  », якщо 
 1W I S A   (2) 
і спектральний радіус   1W   , де 0 1  . 

Означення 2. Ітераційний процес (1) назвемо процесом Якобі, 
якщо 
  1W S H V   , 1f S b

 
; (3) 

процесом Зейделя, якщо 

   1
W H S V

   ,   1
f H S b

 
 

; (4) 

процесом Гаусса-Зейделя (або комбінованим методом), якщо система 

        1k k kS x H V x b d     
  

 (5) 

на кожному k-му кроці розв’язується прямим методом, наприклад, гаус-
совим виключенням, якщо матриця S  довільна невироджена, або розк-
ладом Холецького, якщо матриця S  симетрична і додатно визначена. 

Якщо матриці H , S , V  розбиті на блоки iH , iS , iV , 

0,1,...,i t  ( 0H , tV  — нуль матриці), то ітераційний процес (5) мож-
на реалізувати з уточненням 

      1 1k k k
i i i i i i iS u H v V w f    

  
, 0,1,...,i t , (6) 

де вектори iu


, iv


, iw


 складові вектора x


, що відповідають i -му роз-
биттю матриці A . 

Означення 3.  ,A S m  — перетворенням матриці A  різницево-

го рівняння називається таке упорядкування вузлів сіткової матриці 
( )C N , яке не змінює ні коефіцієнтів матриці A , ні її властивостей, 

але змінює структуру матриці A  так, що стрічкова матриця S  міні-
мальної півширини 1m   найкраще наближає матрицю A H S V    
( N  ― число вузлів сіткової матриці). 

Щоб вияснити як впливає упорядкування вузлів сіткової матриці 
C  на структуру матриці A  і які є спільні закономірності для різни-

цевих еліптичних рівнянь, розглянемо задачі у просторі 2 . 
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1. Модельна задача [1]. Чисельно розв’язати крайову задачу Ді-
ріхле для рівняння Пуассона 

 
2 2

2 2
( , )

u u
f x y

x y

 
 

 
, ( , )x y D  (7) 

з крайовою умовою 
 ( , ) ( , )u x y g x y , ( , ) Dx y  , (8) 

де D  ― квадратна (або прямокутна) область, D  ― контур області D , 

( , )g x y  ― кусково-неперервна функція на D , f  ― неперервна на D . 
2. Узагальнена задача Діріхле [1]: чисельно розв’язати крайову 

задачу Діріхле для рівняння 

 u u
B C Fu G

x x y y

                
, ( , )x y D  (9) 

з крайовою умовою 
 ( , ) ( , )u x y g x y , ( , ) Dx y  , (10) 
де ,B C  ― додатні, два рази диференційовні функції по x  і y  в області 
D ; 0F  , F  та G  ― неперервні функції в області D , g  ― кусково-
неперевна на границі області D , D  ― квадратна або прямокутна об-
ласть. При дискретизації еліптичного рівняння (7) або (9) на рівномірній 
квадратній сітці за шаблоном «хрест» дістанемо різницеве рівняння 
Ax b
 

 з симетричною додатно визначеною матрицею [1]. 
3. Чисельно розв’язати еліптичне рівняння, наприклад, стаціонар-

не конвективно-дифузійне [3; 4] 

    p c
u u

ru qu V u V
x y x x y y

   
                     

, ( , )x y D  (11) 

з крайовою умовою 

 1 2 3
u

q q u q
n


 


 , ( , ) Dx y  , (12) 

де  ,r q  ― компоненти поля швидкості,   ― коефіцієнт дифузії, 

  ― густина середовища,   0 ,p cV V  ― джерела, що породжують 

u , n


 ― нормаль до поверхні D , 1 2 3, ,q q q  ― кусково-неперервні 

функції змінних ,x y . 
Спільним для всіх трьох задач є те, що матриці різницевих рів-

нянь є додатно визначеними. Відповідно до структури сіткової мат-
риці C , змінюється структура матриці A , але зв’язки для шаблону 
«хрест» залишаються незмінними. 

На рисунках 2–6 показані різні схеми упорядкування вузлів 
двомірної прямокутної (квадратної) сітки та відповідні матриці різ-
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ницевого рівняння. Для простоти зображень використовуються різ-
ницеві рівняння для модельного рівняння (7). 

Швидкість збіжності методу Гаусса-Зейделя визначається за фо-

рмулою ( 1) 1 ( )

2 2 2
( )k kS N V   

 
 і залежатиме від структури 

матриці A . Для аналізу швидкості збіжності модифікованого методу 
Гаусса-Зейделя розв’язання різницевого рівняння розглянемо кожну 
із структур (рисунки 2–6) упорядкування вузлів сіткової матриці. Не 
нульовим елементам відповідають заштриховані квадрати. 

1 2 3 4 5 

6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 
 

Рис. 2. Точкове природне впорядкування 
 

Рис. 3. Чорно-біле точкове впорядкування 

1 2 3 4 

9 10 11 12 

5 6 7 8 

13 14 15 16 
 

Рис. 4. Чорно-біле впорядкування по лініям 

1 9 2 10 

11 3 12 4 

5 13 6 14 

15 7 16 8 
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1 2 3 4 5 

10 9 8 7 6 

11 12 13 14 15 
 

Рис. 5. Хвильове послідовне впорядкування 

1 4 7 10 

2 5 8 11 

3 6 9 12 

13 16 19 22 

14 17 20 23 

15 18 21 24 
 

Рис. 6. Смугове поперечне впорядкування 

Структури впорядкування вузлів сіткової матриці різнице-
вого рівняння. 

Чорно-біле точкове впорядкування вузлів сіткової матриці прямо-

кутної області (рис. 3) ― вектор змінних nx
  , 2n N , упорядкова-

ний з двох векторів 1 2,u u
 

: 1 2( , )Tx u u
  

, що відповідають «чорним і 

білим» вузлам [1]. Відповідно до упорядкування вектора змінних x


, 
матриця A  розбивається на блоки; i iS D , 1, 2i  , ― однодіагональні 

матриці, матриця 1 1
1 2( )S S S    слабко наближає 1A , тому моди-

фікований метод Гаусса-Зейделя не має високої швидкості збіжності. 
Чорно-біле впорядкування вузлів сіткової матриці по лініям (гори-

зонтальним або вертикальним, рисунок 4) ― вектор змінних nx
  , 

2n N , розбитий на два підвектора 1u


, 2u


 (матриця A  приймає блоч-
ну структуру) [1]. Матриці iS , 1,2i  , для задач (7)–(10) тридіагональні 
симетричні додатно визначені і можуть бути розкладеними на множники 

iL , T
iL методом Холецького до початку ітерацій; T

i iV H  ― трикутні 
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матриці, що мають по дві ненульові діагоналі [1]. Швидкість збіжності 
прискорюється модифікованим блочним методом Гаусса-Зейделя (6). 

Покладемо: ,T
i i iS L L   матриці iL , 1, 2i   ― дводіагональні; матриці 

1 1 1( )T
i i iS L L    , 1,2i   ― тридіагональні; 1

1 1S H X   ― нижня мат-

риця Хессенберга, 1
2 2S V X   ― верхня матриця Хессенберга. Система 

рівнянь Ax b
 

 еквівалентна системі: 

 
1

1 1 2 1 1 1 1

1
2 2 1 2 2 2 2

, ,

, ,

u X u f f S b

u X u f f S b





   

   

    

      (13) 

1 2 1 2( , ) , ( , )T Tx u u b b b 
     

.  
Модифікований ітераційний метод Гаусса-Зейделя можна запи-

сати у вигляді послідовних процедур: 

 
( 1) ( )

1 1 2 1

( 1) ( 1)
2 2 1 2

,

.

k k

k k

u X u f

u X u f



 

  

  

  

    (14) 

Зазначимо, що в ітераційному процесі (14) немає потреби обчи-
слювати хессенбергові матриці 1 2,X X . Якщо матриця S  несиметри-
чна (задача (11), (12)), то використовується LU  розклад. 

Природне впорядкування по лініям (рисунок 2) — матриця S  для 
задач (7)–(10) — тридіагональна симетрична додатно визначена (при 
необхідності можна розбити на блоки); розклад Холецького 

TS L L  ; TV H  ― діагональні матриці [1]. Модифікований ітера-
ційний процес Якобі матиме вигляд 

( 1) 1 ( ) 1( )k kx S H V x S b     
 

 
(можна застосувати блочний метод Гаусса-Зейделя, розбивши матри-
цю A  на блоки, відповідно до розбиття сіткової матриці по лініям). 

Хвильове впорядкування по лініям (рис. 5) ― модифікує природ-
не впорядкування, матриця S  для задач (7–10) ― тридіагональна 
симетрична додатно визначена. Це дає можливість записати рекурен-
тну формулу виключення Гаусса, що позбавляє необхідності зберіга-
ти у явному вигляді множники Холецького. 

Має місце. 

Лема. Виключення Гаусса в тридіагональній матриці різницево-
го модельного рівняння для задачі (7), (8), при хвильовому впорядку-
вання вузлів сіткової матриці по лініям, зводить матрицю до дводіа-
гональної з головною одиничною діагоналлю і верхньою наддіаго-
наллю, складеною з елементів послідовності 

 , 1 1 1,2
1

( ) :
4

n
i i ia a    , [1; 1]i n    

1, 2
, 1

1
1 / 4 .i i

i i

a
a 



 
    

 
 (15) 
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Послідовність , 1 1( )i i ia 
   збігається до числа 1/ (2 3) . 

Зазначимо, що елементи послідовності , 1( )i ia   визначають пе-

ретворення розширеної матриці  ,A b


. 

Оскільки елементи діагоналей матриці S  складені з постійних 
коефіцієнтів, то виключення Гаусса приводить до рекурентних спів-

відношень: 1 1
1

4 , 4n
n

z z
z    . Застосуємо принцип стиснутих відо-

бражень до рівняння 0
1

( ) 4 , 4;x x x
x

     
2

1
( ) 1z

z
     для 

2z  . Перейшовши в послідовності 1
1

4n
n

x
x    до границі для 

n  , дістанемо 
1

4z
z

  , 
2

1 1
2 2 2z z

z z

 
       

 
 

1
2 2 3z z

z
      . 

Алгоритм розв’язання різницевого модельного рівняння для 
задачі (7), (8) при хвильовому впорядкуванні вузлів сітки. 

Виключення Гаусса приводить до перетворення матриці  ,A b


 

за правилами: 

1. Для 1i   покласти 1 4z  , розділити не нульові елементи першого 

рядка на 1 4z  . 

2. Для 1, 2,...,i n   обчислити 
1

1
4i

i

z
z 

  ; покласти 

, 1 0i ia   , , 1i ia  , , 1
1

i i
i

a
z   , , 1 0n na   . 

Інші не нульові елементи i -го рядка матриці ( , )A b


 розділити на iz . 

3. Метод Якобі для наближеного розв’язання різницевого рівняння 
Пуассона зведеться на k -му кроці до зворотної прогонки для дво-
діагональної матриці. 

Ітераційний метод Якобі виявився ефективним при почергових 
прогонках по сітці: зверху-вниз, знизу-вгору, зліва-направо, з правої 

сторони — на ліво. У загальному для задачі (9), (10), розклад TL L  
тридіагональної матриці S  буде залежати від коефіцієнтів диферен-
ціального оператора. 
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Смугове поперечне впорядкування вузлів сіткової матриці пря-

мокутної області N M  (рисунок 6) — вектор змінних nx
   роз-

мірності n N M  , розбитий на 
N

m
 частин, де 3m   ― кількість 

рядків у кожній смузі. 
Узагальнимо метод (6) розв’язування різницевого рівняння на 

квадратній сітці, розділеній на смуги з 3m   рядків і поперечним 
упорядкуванням змінних.  

Має місце. 

Теорема. Для модельного різницевого рівняння для задачі (7), 
(8) кожній смузі сіткової матриці [ ]C N M  відповідає рівняння 

T
i i i iDu H v H w f  

  
,  1:i N m  

з блочними матрицями iD D , T
i iH H H   розмірностей  mM mM .  

Матриця D  — симетрична додатно визначена, 2 1m  - на діаго-

наль якої збігається з діагоналями матриці A ; матриці TH H  ма-
ють по одній ненульовій діагоналі (нижню та верхню), кожна з яких 
містить лише M  ненульових елементів, рівних 1 . На рисунку 7 
показана блочна структура матриці Пуассона. Для узагальненої зада-
чі (9), (10) блочні матриці ,i iD H  можуть приймати різні значення. 
Якщо матриця A  додатно визначена, але не симетрична (задача (11), 
(12)), то і блочні матриці також не симетричні (або не всі є симетрич-
ними, тоді використовується LU  — розклад стрічкової матриці S ). 

Кожна стрічкова матриця  D mM mM  (у загальному матриця 

iD ), 3m  , має  2m M  рядків (стовпців), що складаються з еле-

ментів матриці A . З ростом числа m  зростає число діагоналей мат-
риці D , а отже і заповненість матриці L  у розкладі Холецького 

TD L L  . Тому найбільш раціональним співвідношенням між прис-
коренням швидкості збіжності наближень (6) і числом обчислень у 
матриці L  є вибір 4,5m  . Для доведення теореми досить застосува-
ти правило природного впорядкування по лініям [1]. 

0

0

0

. . .

0

T

T

T

D H

H D H
A H D H

H D

 
 
 
   
 
 
  

 

Рис. 7. Блочна структура матриці Пуассона 
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Алгоритм розв’язування різницевого модельного рівняння для 
задачі (7), (8) при смуговому впорядкуванні вузлів сіткової матриці. 
У відповідності до структури матриці A  (рис. 7) матимемо рівняння 

 

( 1)( 1) ( )
11 1 1

( 1)( 1) ( 1) ( )

( 1)( 1) ( 1)

,

2,..., 1, ,

, .

kk kT

kk k T k
ii i i i

kk k
tt t

Du H w f d

i t Du H v H w f d

N
Du H v d t

m



 

 

   

       

   

 

  


 (16) 

Скористаємось розкладом матриці TD L L  , позначивши 
( 1) ( 1)T k k
i iL u y 
 

, матимемо для всіх [1: ]i t : 
( 1) ( 1)( 1) ( 1) 1, , [1: ]
k kT k k
j jj jL y d y L d j t
      

  
 (пряма прогонка), 

( 1) ( 1)
, [1: ]

k kT
j ju L y j t
   

 
 (зворотна прогонка). 

Розклад TD L L   здійснюється до початку ітераційного проце-
су. Якщо матриця A  є матрицею еліптичного різницевого рівняння 
для задачі (9), (10), то множники Холецького розкладу діагональних 
симетричних матриць iD  будуть, у загальному, різними. Якщо мат-

риця S  додатно визначена, але не симетрична (задача 11), (12)), то 
необхідно виконати LU - розклад. 

Зазначимо, що крім послідовного смугового впорядкування вуз-
лів сіткової матриці, можна задавати шахове (чорно-біле) смугове 
впорядкування. 

Розклад Холецького додатно визначеної стрічкової симетричної 
матриці D  з 2 1m  -єю діагоналлю. При розкладі діагональних бло-

ків iD  методом Холецького T
i i iD L L  , послідовне обчислення ряд-

ків матриці iL  вимагає знаходження лише 1m   елементів у кожному 

рядку, затрати на обчислення яких становлять не більше 
( 1)

2

m m 
 

арифметичних операцій. Тому розклад Холецького, який можна ви-
конувати до початку ітераційного процесу, є швидким і має мініма-
льне накопичення обчислювальних похибок. 

Точність наближення матриці A  різницевого рівняння еліптич-
ного типу матрицею S . Нехай 1 2[ ]N N  ― розмірність сіткової ма-
триці C  різницевого еліптичного рівняння при дискретизації дифе-
ренціального рівняння (7) (або (9), (10)) на шаблоні «хрест». І нехай 
вузли сіткової матриці C  упорядковані по смугам шириною m . Тоді 
матриця nA M , 1 2n N N   апроксимується матрицею S  так, що 
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1 2
2

1 2p N N
m

       
  

 рядків (стовпців) матриці A  збігаються з 

рядками (стовпцями) матриці S , а решта рядків A  відрізняються 
лише одним не нульовим елементом від рядків (стовпців) матриці S . 

Матриця 1W I S A   матиме 1 2
2

1 2N N
m

      
  

 нульових власних 

значень, що є необхідною умовою прискорення швидкості збіжності 

комбінованого методу. З формули 1 2
2

1 2p N N
m

       
  

 випливає, 

що для 4m   число 1 2

2

N N
p   (більше половини розмірності матри-

ці A  і не залежить від того, чи буде сіткова матриця квадратною, чи 
прямокутною, чи довільної форми вміщеної у прямокутник, а також 
не залежить від того, для якого з рівнянь (7), (9), (11) виконується 
дискретизація на шаблоні «хрест»). 

Висновки. При смуговому поперечному впорядкуванні змінних 

діагональна матриця 
1

N n

i
i

S D


   є найкращим наближенням до мат-

риці A , порівняно з, широко дослідженими способами впорядкуван-
ня змінних, природним (рис. 2) та чорно-білим (шаховим) (рис. 3, 4). 

Метод (6) з смуговим упорядкуванням змінних, порівняно з ві-
домими методами розв’язування різницевих еліптичних рівнянь, має 
такі переваги: 

 процедура (6) прискорює збіжність послідовності наближень до 
розв’язку двомірного різницевого еліптичного рівняння, оскільки 
неявний переобумовлювач — блочно-діагональна матриця S  з 
високою точністю наближає матрицю A ; 

 алгоритм (6) швидко поширює інформацію на всі вузли сітки за 
N m  кроків, 3m  ; 

 алгоритм (6) швидко уточнює наближення  1kx 
, оскільки розклад 

T
i iL L  матриці iD  здійснюється до початку ітераційного процесу і 

обробляє розріджену стрічкову матрицю з півшириною 1m  ; 
 алгоритм (6) не залежить від крайових умов Діріхле; 
 алгоритм (6) легко адаптується до області 0  зі складним профі-

лем, шляхом вміщення в область простої структури   і присво-
єнням розв’язку на доповненні 

0\C   фіксованого значення (на-

приклад, нульового); 
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 декомпозиція вузлів сіткової матриці при поперечно-смуговому 
впорядкуванні максимально використовує інформацію про всі 
внутрішні вузли смуги і граничні умови, що відображає фундамен-
тальну основу еліптичних рівнянь [3; 4]; 

 алгоритм розв’язування різницевих еліптичних рівнянь великих роз-
мірностей можна ефективно реалізувати на паралельних обчислюва-
чах, досить одночасно обробляти смуги сіткової матриці зверху-вниз 
(від початкової смуги до середньої) і знизу-вгору (від кінцевої смуги 
до середньої), зліва-направо (від вертикальної лівої смуги до серед-
ньої), справа-наліво (від вертикальної правої до середньої). 

Узагальнимо метод (6) на розв’язування тривимірного рівняння Пуа-
ссона. Нехай розв’язується задача Діріхле для рівняння Пуассона на пря-
мокутному паралелепіпеді з розмірністю сіткової матриці N M K  . 
Виділимо з тримірної сіткової матриці паралелепіпед розмірності 

 m m K   і виконаємо упорядкування вздовж осі OZ . Таку комірку 

скорочено будемо називати  ,i j  — блоком або шаблоном  i j . 

Легко довести, що стрічкова матриця S  збігається з матрицею 
A  для більшої половини рядків (стовбців), якщо блоки мають розмі-
рність    8 8m m    (матриця S  стане 129-ти діагональною). Більш 

раціональним способом упорядкування сіткової матриці у просторах 
n , 3n  , є кольорове упорядкування [5]. 

Результати та перспективи подальшого дослідження.  

1. Для розв’язання еліптичного різницевого рівняння розроблений 
комбінований ітераційний метод, який використовує перетворен-
ня структури матриці рівняння і забезпечує щоб стрічкова складо-
ва S  матриці A  мала мінімальну ширину і апроксимувала A  з 
високою точністю. 

2. Розроблені алгоритми є швидкозбіжними, оскільки використову-
ють неявний переобумовлювач ― матрицю S . 

3. Результати, отримані для задач еліптичного типу у просторі 2 , 
можуть бути застосовані для наближеного розв’язування рівнянь 
параболічного і гіперболічного типів. 
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A method of solving difference equations A x b


, A H S V    

that arise in discretization of two-dimensional elliptic boundary value 
problems. Solution algorithm brings together an iterative process with di-
rect methods of solving equations i i iS x d


, i N m , where iS  is 

2 1m   band-diagonal matrix that approaches A  with high precision and 
has a minimum width, N  ― number of rows of the matrix A . 

Key words: elliptic difference equation, transform the structure of the 
matrix, Cholesky factorization. 
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ІСНУВАННЯ ДОЗВУКОВИХ ПЕРІОДИЧНИХ БІЖУЧИХ  
ХВИЛЬ В СИСТЕМІ НЕЛІНІЙНО ЗВ’ЯЗАНИХ НЕЛІНІЙНИХ 

ОСЦИЛЯТОРІВ НА ДВОВИМІРНІЙ ҐРАТЦІ 

Стаття присвячена вивченню нескінченної системи зви-
чайних диференціальних рівнянь, яка описує нескінченну сис-
тему нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених 
на двовимірній ґратці. Одержано результат про існування до-
звукових періодичних біжучих хвиль для таких систем.  

Ключові слова: нелінійні осцилятори, двовимірна ґратка, 
дозвукові періодичні біжучі хвилі.  

Вступ. У цій статті вивчаються рівняння, які описують динаміку 
нескінченної системи нелінійно зв’язаних нелінійних осциляторів, 
розміщених на цілочисловій двовимірній ґратці. Нехай  ,n mq t  — 

узагальнена координата  ,n m -го осцилятора в момент часу t . Пе-

редбачається, що кожний осцилятор нелінійно взаємодіє з чотирма 
своїми найближчими сусідами. Тоді рівняння руху системи, що розг-
лядається, мають вигляд 

© С. М. Бак, 2014 
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   

       
, 1, , , 1,

2
, 1 , , , 1 , , , .

n m n m n m n m n m

n m n m n m n m n m

q U q q U q q

U q q U q q V q n m

 

 

     

       




 (1) 

Рівняння (1) представляє собою нескінченну систему звичайних 
диференціальних рівнянь, причому при   0V r   (1) є двовимірним 

аналогом системи Фермі-Пасти-Улама, а при    1 cosV r K r   — 

дискретним рівнянням sin-Ґордона на двовимірній ґратці. 
Важливим класом розв’язків для таких систем є біжучі хвилі. До-

сить детальні результати про біжучі хвилі в ланцюгах Фермі-Пасти-
Улама можна знайти в працях О. Панкова, зокрема в [10] найбільш пов-
ний огляд результатів. У статті [3] одержано умови існування періодич-
них біжучих хвиль в ланцюгах Фермі-Пасти-Улама на двовимірній ґрат-
ці. В той же час для ланцюгів осциляторів відомі декілька праць, зокре-
ма, [8], результати якої отримано методами теорії біфуркацій, а також [1; 
5], в яких отримано умови існування періодичних та відокремлених бі-
жучих хвиль за допомогою методу критичних точок. У статтях [2; 6; 7] 
вивчались біжучі хвилі для систем лінійно зв’язаних нелінійних осциля-
торів, розміщених на двовимірних ґратках. Зокрема, в [6] розглядалась 
система із непарною 2 -періодичною нелiнiйнiстю. А в [7] взагалі розг-
лядалися лінійні осцилятори. У статті [2] одержано умови існування пе-
ріодичних і відокремлених біжучих хвиль. У статті [4] одержано резуль-
тат про існування періодичних біжучих хвиль для дискретного рівняння 
sin-Ґордона на двовимірній ґратці. 

Метою статті є одержання умов існування дозвукових періодич-
них біжучих хвиль для нескінченної системи звичайних диференціа-
льних рівнянь, яка описує нескінченну систему нелінійно зв’язаних 
нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці.  

Постановка задачі. Для профілю біжучої хвилі  u s , де 

cos sins n m ct    , рівняння (1) набуде вигляду 

 
  

2 ( ) ( ( cos ) ( )) ( ( ) ( cos ))

( ( sin ) ( )) ( ( ) ( sin )) .

c u s U u s u s U u s u s

U u s u s U u s u s V u s

 

 

        

        
 (2) 

Зазначимо, що в рівняння (2) швидкість c  входить тільки в ква-
драті. Звідси випливає, що якщо функція ( )u s  задовольняє рівняння 

(2), то існує дві біжучі хвилі з даним профілем та швидкостями .c  
Будемо розглядати випадок періодичних біжучих хвиль, для 

знаходження профілю яких достатньо знайти розв’язок рівняння (2), 
який задовольняє умову 
    2 , , 0.u s k u s s k      (3) 
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Всюди далі під розв’язком рівняння (2) розуміється функція 

( )u s  класу 2 ( ),C   яка задовольняє рівняння (2) для всіх .s  

Варіаційне формулювання задачі. Позначимо через kE  гіль-

бертів простір       1 : 2k locE u H u s k u s     зі скалярним до-

бутком           ,
k

k
k

u v u s v s u s v s ds


   .  

На просторі kE  означимо оператори 

        
cos

: cos ,
s

s

Au s u s u s u d


  


      

        
sin

: sin .
s

s

Bu s u s u s u d


  


      

Тоді правильне таке твердження (див. [3, с. 77]).  

Лема 1. Оператори A  та B  є обмеженими лінійними операто-
рами, що задовольняють нерівності 

   2 2, ,
cos

L k k L k k
Au u

 
  ,    2 2, ,

sin
L k k L k k

Bu u
 

  .  

Всюди далі розглядаються потенціали ( )U r  і  V r  вигляду: 

 i     
2

20

2

c
U r r f r  ,    

2
2

2

a
V r r g r   , де 0 0c  , 0a  .  

Також припускається, що неквадратична частина кожного з цих 
потенціалів  ;h f g  задовольняє умови: 

 ii     0 0 0h h   і    h r o r   при 0r  ; 

 iii  існують 0 0r   і 2   такі, що  0 0h r   і для 0r   

   0 h r rh r   ; 

або 

 iii  існують 0 0r   і 2   такі, що  0 0h r   і для 0r   

   0 h r rh r   . 

Неважко переконатися в тому, що з цих умов випливає існуван-

ня сталих 0d   і 0 0d   таких, що   0.h r d r d
   

На просторі kE  розглянемо функціонал 

            
2

2
: .

2

k

k
k

c
J u u s U Au s U Bu s V u s ds



      
  
  
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Безпосереднім обчисленням одержуються наступні два твер-
дження.  

Лема 2. kJ  — функціонал класу 1C  на kE , а його похідна для 

будь-яких , ku h E  виражається формулою 

           2,
k

k
k

J u h c u s h s U Au s Ah s


       

          .U Bu s Bh s V u s h s ds    

Лема 3. Критичні точки функціоналу kJ  є 2C -розв’язками рів-

няння (2), що задовольняють умову (3).  

Основний результат. Для одержання основного результату 
статті знадобиться теорема про зачеплення ([10; 11]). 

Нехай H  — гільбертів простір, H Y Z  . Нехай також 

0r    і :z Z z r  . Позначимо 

 : , , 0M u y z y Y u        ,  

 0 : , 0, або 0M u y z y Y u i u i            , 

тобто 0M  — межа  M M . Нехай  : :N u Z u r   . 

Розглянемо функціонал   на H  і припустимо, що 

   
0

: inf : sup
u N u M

u u   
 

   . 

У такому випадку говорять, що функціонал   задовольняє гео-

метрії зачеплення. 

Теорема 1 (про зачеплення). Нехай   — функціонал класу 1C  

на гільбертовому просторі H , що задовольняє геометрії зачеплення 
та умові Пале-Смейла: 

(РS) якщо послідовність nu H  така, що   0nu   і  nu  

обмежена, то вона містить збіжну підпослідовність. 
Нехай  

  : inf sup
u M

b u


 
 

 , 

де   0: ; : наC M H id M     . Тоді b  — критичне значення 

  і  sup
u M

b u 


  . 

Наступна лема доводиться аналогічно до леми 6 з [3, с. 85]. 
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Лема 4. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii , тоді 

функціонал kJ  задовольняє умову Пале-Смейла. 

Лема 5. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii , тоді 

функціонал kJ  задовольняє геометрії зачеплення.  

Доведення. Розглянемо оператор 

            2 2 2
0:Lu s c u s c Au s Bu s a u s      

із 2k -періодичними умовами. Оператор L  є самоспряженим в 

 2 ;L k k , обмеженим знизу та має дискретний спектр, який накопи-

чується біля  , тобто нижче нуля власних чисел є скінченна кіль-
кість. Власні значення та власні функції можна обчислити. Нагадає-
мо, що всі власні значення j  із несталими власними функціями є 

подвійними. Позначимо через j kh E   лінійно незалежні пари влас-

них функцій із власними значеннями j . 

Нехай Z  — підпростір kE , утворений функціями jh  з 0j   і 

Y  — підпростір kE , утворений функціями jh  з 0j   та функцією 

0h , тобто такі лінійні оболонки SpanZ   : 0j jh   , 

SpanY   0 , : 0j jh h   . Відмітимо, що dimY   . Легко перевіри-

ти, що Y Z  і kE Y Z  . 

Позначимо через kQ  квадратичну частину функціоналу kJ   

        2 2 2 22 2 2 2
0 0

1

2

k

k k
Q c u s c Au s c Bu s a u s ds


    . 

Легко бачити, що      k k kQ y z Q y Q z   , де y Y , z Z . 

Зауважимо, що квадратична форма kQ  додатно визначена на Z , 

тобто   2
k k

Q u u  з 0  .  

З умов  i ,  ii ,  iii ,  iii  випливає, що для деякого 0   

існує таке 0 0r  , що   2V r r , при 0r r . Тоді 

       2 2 2
k

k k k k k
k

J u Q u u s ds Q u u u  


     ,  

де 0  . Отже,   0kJ u   на  :
k

N u Z u r    з достатньо малим 

0r  . 
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Зафіксуємо z Z , 1
k

z   та множину 

 : , , 0
k

M u y z y Z u        . 

Доведемо, що   0kJ u   на 0M M   за умови, що   достатньо ве-

лике. Нагадаємо, що 

 0 : , 0, або 0
k k

M u y z y Y u i u i            . 

Маємо  

           2 k

k k k k
J y z Q y Q z V A y z V B y z ds   


         .  

Оскільки існують такі константи 0d  , 0 0d  , 0d  , 0 0d  , 

що правильні нерівності 

  0f r d r d
  ,   0g r d r d

   , де 2  , 

то, враховуючи, що   0kQ y   

      2
0 0 04 2k L L

J y z kd kd d A y z B y z 

 
              

2
0 0 04 2

L
kd kd C y z 

       , 

де  0 kQ z  , 0C  . Оскільки 

2 22 2
k k

y z y      ,  

то 2 2  . До того ж, у скінченновимірних просторах всі норми ек-

вівалентні. Отже, 

L k
y z c y z c      ,  

  2
0 0 04 2kJ y z kd kd C         . 

Оскільки 2  , то права частина від'ємна, якщо   — достат-

ньо велике. Отже,   0kJ y z  . Якщо 0u M , 
k

u   і 0  , то 

u y Y   і, очевидно, що   0kJ u  . Таким чином, функціонал kJ  

задовольняє геометрії зачеплення. Лему доведено. 
Наступна теорема є основним результатом цієї статті:  

Теорема 2. Нехай виконуються умови  i ,  ii ,  iii ,  iii . 

Тоді для будь-яких 1k   і  00;c c   рівняння (2) має розв'язок 

k ku E . Тим самим існують дві періодичні біжучі хвилі з профілем 

u  і швидкостями c . 
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Доведення. Леми 4 і 5 показують, що для функціоналу kJ  вико-

нуються всі умови теореми про зачеплення. Отже, kJ  має ненульову 

критичну точку ku E , яка, за лемою 3, є 2C -розв’язком задачі (2), (3). 
Теорему доведено. 

Висновки. Одержано теорему про існування дозвукових періо-
дичних біжучих хвиль для нескінченної системи звичайних диферен-
ціальних рівнянь, яка описує нескінченну систему нелінійно 
зв’язаних нелінійних осциляторів, розміщених на двовимірній ґратці, 
який поширює результат статті [9]. 
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ЧИСЛОВІ МЕТОДИ КОМПЛЕКСНОГО АНАЛІЗУ  
ПРИ РОЗВ’ЯЗАННІ ОДНОГО КЛАСУ НЕЛІНІЙНИХ 

ЕЛІПТИЧНИХ ЗАДАЧ ЗА УМОВ ІДЕНТИФІКАЦІЇ ПАРАМЕТРІВ 

На основі числових методів комплексного аналізу запропо-
новано підхід до розв’язання двовимірних обернених модельних 
задач для нелінійних (квазілінійних) еліптичних диференціаль-
них рівнянь в областях, обмежених лініями течії та еквіпотенці-
альними лініями, за умов ідентифікації коефіцієнта, що характе-
ризує провідність середовища. Відповідний алгоритм побудова-
но для випадку, коли шуканий коефіцієнт в області комплексно-
го потенціалу допускає розділення змінних. 

Ключові слова: обернені коефіцієнтні задачі, ідентифі-
кація, стаціонарні процеси, еліптичні диференціальні рівнян-
ня, квазіконформні відображення. 

Вступ. Задачі ідентифікації виникають на етапі адаптації математи-
чної моделі об’єкту, що вивчається, за відомими даними або у випадку 
діагностики стану цього об’єкту на основі спостережень за динамікою 
зміни значень його основних параметрів [1–3]. Помічено, що найкращі 
результати щодо ідентифікації параметрів нелінійних математичних мо-
делей дають ітераційні підходи, які ґрунтуються на почерговому 
розв’язанні задач аналізу (прямої) та синтезу (оберненої) [4]. Зважаючи 
на особливості реалізації алгоритмів чисельного розв’язання крайових 
задач на квазіконформні відображення областей різної геометричної 
конфігурації, обмежених лініями течії та еквіквазіпотенціальними лінія-
ми [5–7], перспективними є застосування відповідних числових методів 
комплексного аналізу до розв’язання обернених коефіцієнтних задач. 
Тут і далі термін «обернена задача» по контексту розумітиметься в од-
ному із двох значень — або як обернена коефіцієнтна задача, яка полягає 
в ідентифікації параметрів математичних моделей, або як обернена зада-
ча на квазіконформне відображення, суть якої у побудові квазіконформ-
ного відображення взаємо оберненого з даним.  

У цій роботі ідеї числових методів комплексного аналізу [5–6] по-
ширено на випадок ідентифікації коефіцієнтів у крайових задачах при 
вивченні стаціонарних процесів (наприклад, ідентифікація коефіцієнта 
фільтрації гідрогеологічної моделі чи коефіцієнта електричної провідно-
сті на основі експериментальних даних електротомографії тощо). Розро-
блено алгоритм ідентифікації у випадку, коли шуканий коефіцієнт в об-
ласті комплексного потенціалу допускає розділення змінних. 

© А. Я. Бомба, Л. Л. Крока, 2014
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Постановка задачі. Розглядається крайова задача, що описуєть-
ся еліптичним диференціальним рівнянням дивергентного типу дру-
гого порядку (математична модель процесів, що підпорядковуються 
законам Ома чи Дарсі): 
   0, ( , ) ;zdiv grad x y G     (1) 

 ( ) , ( ), ;
AМ

M dl M M AB
n

   


   
  *( ) , ;T T CD    (2) 

 
( )

0,
P

n





 ( ) ( ), ;P P P AD    (3) 

 


( )
0, ; y x

AB

N
N BC v dx v dy Q

n


    

  , (4) 

де zG  — однозв’язна криволінійна область, обмежена кусково-глад-

кою замкненою кривою {( ) : ( ),zG x, y x x      *
*( ), [ ; ]}y y        

AB BC CD DA     (див. рис. 1, а)-в)), ( ),x   ( )y   — визначені 
оборотні функції, точки , , ,A B C D  визначаються відповідно параметрами 

, , ,A B C D    , * A D C        * *
B A     ,   *( ) ( ),A Ax x   

  *( ) ( )A Ay y  ; κ — коефіцієнт (характеризує провідність середови-
ща), значення якого необхідно ідентифікувати в процесі розв’язання 
задачі (1)–(4); ( , )x y   — функція квазіпотенціалу швидкості 

( , )x yv v v grad   


 (стаціонарного векторного поля в zG ); n


 — 

одиничний вектор біжучої нормалі до відповідної кривої; Q  — потік 

векторного поля; , , ,M P T N  — біжучі точки відповідних ділянок zG ; 
   ( ) ( , ), ( ) ( , )P x y M x y      — деякі неперервні монотонні функції  

 *
* ( , ) ,x y         *( ), ( ) ,A Ax y         *( ), ( ) ;D Dx y     

0 ( , ) ,x y Q      ( ), ( ) 0,A Ax y         ( ), ( )B Bx y Q    .  

Зауважимо, що розв’язання задачі ідентифікації є досить склад-
ною проблемою і передбачає використання, окрім умов (2)–(4), дода-
ткової інформації про невідомі функції  , κ. Так у випадку довільної 
залежності κ від своїх аргументів, враховуючи необхідність забезпе-
чення коректності постановки крайової задачі для еліптичних рів-
нянь, необхідно використовувати певного роду сукупність крайових 
задач (1)–(4) (всеможливі положення точок , , ,A B C D  на zG  та від-
повідно задання низки умов типу (2)–(4)). У цій роботі передбачаєть-
ся, що шуканий коефіцієнт в області комплексного потенціалу допус-
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кає розділення змінних — κ = 1 2 1 2( , ) ( ) ( ), 0, 0             

( ( , )   — координати області комплексного потенціалу; 

 ,x y   — функція течії, комплексно спряжена до ,  


( ) , , z

MT

T dl M AD T G
n

  
   

 ).  

Метод комплексного аналізу. Враховуючи переваги застосування 
квазіконформних відображень до розв’язання крайових задач математи-
чної фізики (зокрема, спрощення процедур побудови сіткової області — 
рівномірного розбиття фізичної області лініями рівня та лініями течії), 
перейдемо від (1)–(4) до наступної більш загальної задачі на квазіконфо-
рмне відображення області zG  на G  (за умови ідентифікації коефіціє-

нта 1 2( ) ( )      ) згідно описаних в [5–6] алгоритмів: 

 1 2 1 2( ) ( ) , ( ) ( )
x y y x

             
      

   
, (6) 

( )P  , ( ) ( ), ;Р Р Р AB    
( ) 0, ( ) ( ), ;M М М М AD       

 ;СD BC Q    . (7) 

Тут *
*{ ( , ) : ,G         0 }Q  . 

Зважаючи на особливості алгоритмів розв’язування таких кра-
йових задач [5–7], скористаємось ідеєю переходу від задачі (6)–(7) до 
оберненої крайової задачі на квазіконформне відображення 

     , ,z z x iy        області G  на zG , яка в свою чергу 

зводиться до відшукання функцій ( , ) , ( , ),x x y y      ( , )     

1 2( ) ( )     , котрі задовольняють умовам [6]: 

1 2
1 2

1 2
1 2

1
( ) ( ) 0,

( ) ( )

1
( ) ( ) 0 , ( , ) ;

( ) ( )

x x

y y
G

   
       

     
       

       
               


                      

 (8) 

 

   

   

1 1

* *

1 1

*

( , ) ( ) , ( , ) ( ) , 0 ;

( , 0) ( ) , ( , 0) ( ) , *;

x x y y Q

x x y y

        

        

 

 

         
   
         
   

 (9) 

 
     
     

( , ) , ( , ) , [ ; ];

( , ) , ( , ) , [ ; ];

D C

C B

x x y y

x Q x y Q y

        

      

    


  
 (10) 
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     

      *

0, [ ; ] [ ; ],

0, [ ; ] [ ; ] .

A B C D

B C D A

y x
x y

y x
x y

      
 

      
 

        
       
  

 (11) 

Тут  1 1
( ), ( )   

 
 — неперервні функції, обернені відповідно до 

      ( ), ( ) , [ ; ],A Dx y                  ( ), ( ) ,x y        *[ ; ]B A   . 

Різницеві аналоги рівнянь (8) (виконання яких вимагаємо лише 

у внутрішності області G ) та умов (9)–(11) у відповідній G  сітко-

вій області   , :i jG
   ,i i     

 
0, 1;i m 

 
,j j   
 

0, 1;j n 
 

,
1m

 





 
  

,
1

Q
n

 


 





, , Nm n  запи-

шемо (у випадку неперервної залежності шуканого коефіцієнта 
 ,    від своїх аргументів) у наступному вигляді: 

   
   

    

2 2
1, 1, , , , , , 1 , 1

, 2 2
1, 1, , , 1 , 1 1, 1,

,

2 2 2 2
, , , , 1 , 1 , , , 1

,
, 1

,

2 1
2

0,

2 1 (
2

)

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j
i j i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

i j
i j

i

x x x x x

x x x x y y

y y y y

y









   


 



     




   

     

  



      


      



      


   1, 1, 0, 1, , 1, ;i j i j

j

y y i m j n 










       

 (12) 

 

   

   

1 1

0, 0,

1 1

,0 ,0

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) ;

j j j j

i i i i

x x y y

x x y y

   

   

 

 

         
    


            

 (13) 

 

             
             

     
     

( ) , ( ) ( ) , ( )

( ) , ( ) ( ) , ( )

1, ( ) 1, ( ) ( )

, 1 ( ) , 1 ( ) ( )

0,

0,

, , [ ; ],

, , [ ; ],

CD
j j j j

i i i i

j j j

i i i

m j CD CD m j CD

BC i n BC BC i n BC

m j CD m j CD CD D C

i n BC i n BC BC C B

x y y y x x

x y y y x x

x x y y

x x y y

   

   

    

     

 

 

      

      

   



  

 (14) 
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де   — квазіконформний інваріант; , ( , ),i j i jx x    , ( , )i j i jy y   , 

0, 1, 0, 1;j n i m    , 1 , , 1 ,
, 1 2 1 22 2

i j i j i j i j
i j

   
   



    
       

   
, 

1, , 1, ,
1 2, 1 22 2

i j i j i j i j
i j

   
   


    

       
   

. 

Формулу для уточнення значень коефіцієнта   одержимо на пі-
дставі «квазіконформної подібності в малому» відповідних прямоку-
тників двох областей ,zG G , згідно якої: 

 
, , 1

1 1,
2 2 , 1,

1
,i j i j

i j
i j i j

a a

b b





 






 (15) 

де  

   2 2

, 1, , 1, ,i j i j i j i j i ja x x y y     , 

   2 2

, , 1 , , 1 ,i j i j i j i j i jb x x y y     . 

З аналізу накладених умов на шуканий коефіцієнт   помітимо 
можливість його представлення у внутрішності G  через відповідні 
значення вздовж приграничних ділянок. Різницевий аналог такої за-
лежності згідно обраних позначень запишемо у вигляді: 

 
1 1

,0 0,
2 2

1 1
, 0,02 2

.
i j

i j

 




 

 



  (16) 

Зауважимо, що за відсутності інформації про неперервну залеж-
ність шуканого коефіцієнта  ,    від аргументів, використання 

різницевих рівнянь (12) не є коректним, в такому випадку для побу-
дови різницевого аналогу умов (8) доцільно скористатися інтегро-
інтерполяційним методом, згідно якого: 

1, ,2
, 1 2 , 1 , , 1 2 , , 1

1 2,

, 1, 2
, 1 2 , 1 , , 1 2

1 2,

1, , , 1,
, , 1

1 2, 1 2,

( ( ) ( ))

0, ( ( )

( )) 0, 1, , 1, .

i j i j
i j i j i j i j i j i j

i j

i j i j
i j i j i j i j

i j

i j i j i j i j
i j i j

i j i j

x x
x x x x

x x
y y

k

y y y y
y y i m j n

  


  

 


   




  



 


 

 
    


      

         


 (17) 

Алгоритм розв’язання різницевої задачі (12)–(16) (чи задачі 
(13)–(17)) побудуємо з використанням ідей блочної ітерації та почер-
гової параметризації шуканих величин та функції аналогічно алгори-
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тмам розв’язування нелінійних обернених крайових задач теорії фі-
льтрації на квазіконформні відображення, запропонованим в [5–7], з 
такими відмінностями: 

 на початковому етапі згідно умови (13) для ділянок ,АB АD  зна-
ходимо координати граничних вузлів, які на наступних ітераціях 
уточнюватися уже не будуть; початкове наближення граничних 
вузлів для ділянок ,BC CD  знайдемо, наприклад, зі співвідношень 

(14) та ( ) ,
1j

C D
CD j

n

 



 


 ( ) ,

1i

B C
BC i

m

 



 


 1, , 1,j n i m  ; 

 значення потоку Q  задається, а значення квазіконформного інва-
ріанту   однозначно визначається з вхідних умов і не змінюються 
в процесі розв’язання задачі; 

 на основі чергового ітераційного уточнення коефіцієнта 1 1,
2 2

,
j




 

1 1,
2 2

, 0, , 0,
i

j n i m


  , вздовж примежових ділянок ,АB АD  згі-

дно формули (15) обчислюватимемо відповідні наближення зна-

чень 1 1,
2 2

, 1, , 1,
i j

i m j n
 

  , у внутрішніх точках області zG  згі-

дно формули (16). 

Для зупинки ітераційного процесу згідно [6–7] можуть бути ви-
користані такі умови: 

(k)S  , * ,    

де (k) ( ) ( 1) 2 ( ) ( 1) 2
, , , ,

,
max ( ) ( )к к к к

i j i j i j i j
i j

S x x y y     , 2 2
1 2    , 

1, 1

1 1, 1, , 1 , 1
, 1

1, 1

2 1, 1, , 1 , 1
, 1

max ( ) ( ) , 1, 4,

max ( ) ( ) , 1, 2 .

n m
p

i j i j i j i jl
i j

n m
p

i j i j i j i jl
i j

x x y y l

y y x x p

 

 

 

   


 

   



    


     

 

Як і в [5–7], обґрунтування побудованого алгоритму, що базу-
ється на почерговому «замороженні» шуканих коефіцієнта, внутріш-
ніх та граничних вузлів криволінійної області, проводиться з викори-
станням ідей методу блочної ітерації (див., напр., [8]) з виділенням 
зон порушення умов ортогональності розрахованої динамічної сітки 
(у випадку, коли криві , , ,AB BC CD DA  границі області не є ортого-
нальними в точках перетину). 

Запропонований підхід до розв’язання задачі ідентифікації для 
еліптичних диференціальних рівнянь дивергентного типу другого 
порядку апробовано на серії тестових числових експериментів (мате-
матичних моделях процесів фільтрації в пористих середовищах [5–
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7]), шляхом розв’язування двох задач: задачі на побудову гідродина-
мічної сітки для відомого розподілу коефіцієнта провідності ( , )    
(згідно алгоритмів, запропонованих у роботах [5]) та задачі ідентифі-
кації (на основі розробленого алгоритму) з використанням в якості 
вхідних даних для задачі (1)–(4) функцій та величин, отриманих в 
результаті розв’язання попередньої задачі. 

Реконструйовані гідродинамічні сітки за результатами числових 
розрахунків, проведених за умов ідентифікації коефіцієнта  , представ-
лено на рис. 1 (рис. 1 а)–в) — власне гідродинамічні сітки фізичних об-
ластей, рис. 1 г) — відповідна область комплексного квазіпотенціалу) 

для * 2   * 5  , 50, 50m n  , 
2

( , ) 0.5 1
40 40

          
  

 

(для прямої задачі).  

  
а)     б) 

 
в)    г) 

Рис. 1. Реконструйовані гідродинамічні сітки для різних фізичних областей 
а)–в) та відповідна їм область квазікомплексного потенціалу г) 
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При цьому границі фізичних областей zG  та значення парамет-

рів   для фіксації точок , , , zA B C D G  задавалися відповідно рис. 1 

а)–в) у вигляді:  

а) {( , ) :zG x y   
2

2 0,
4

y
x    

2( 3)
3 0,

4

x
y


    

2

4 0,
4

y
x    

2( 3)
3 0}

4

x
y


   , (1, 2),A   (1,2),B  (5,2), (5, 2);C D    

б) {( , ) : ( ) 4cos ,zG x y x x       ( ) 4sin ,y y     [0, 2 ],   

5
,

4A
   

7
, 0, ;

2 4B C D
        

в)

 22 2

16.8
{( , ) : ( ) 24sin ,

0.49cos 0.36sin
zG x y y y  

 
    


 

 
 

2 2

22 2

20 0.49cos 0.36sin
( ) 28cos ,

0.49cos 0.36sin
x x

 
 

 


  


 

5
[0,2 ], ,

4A
     

8
, 0,

2 5B C D
      . 

Проведені числові розрахунки (рис.2) показують, що значення від-
носної похибки ідентифікованого коефіцієнта 1 2( , ) ( ) ( )         

очікувано досягає максимуму ( 10% ) в околах кутових точок 
, , ,A B C D , де суттєво порушується і точність побудови гідродинамічних 

сіток. 

 
а)    б) 

Рис. 2. Розподіл відносної похибки ідентифікованого коефіцієнта  
провідності вздовж ліній течії а) та еквіпотенціальних ліній б)  
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Висновки. Проведені дослідження підтверджують можливість і 
доцільність використання числових методів комплексного аналізу (ква-
зіконформних відображень) до розв’язання двовимірних обернених мо-
дельних задач для нелінійних (квазілінійних) еліптичних диференціаль-
них рівнянь в областях, обмежених лініями течії та еквіпотенціальними 
лініями, за умов ідентифікації коефіцієнта, що характеризує провідність 
середовища (наприклад, коефіцієнтів фільтрації в гідрогеологічних мо-
делях чи електричної провідності в модельних задачах електротомогра-
фії тощо), з цілком прийнятним для використання на практиці рівнем 
точності. Запропонований підхід забезпечує одночасний розрахунок сі-
ток комплексно спряжених функцій, що є доцільним при числовому 
розв’язанні крайових задач математичної фізики. Безумовно, що відпові-
дний алгоритм, який реалізовано у випадку, коли шуканий коефіцієнт в 
області комплексного потенціалу допускає розділення змінних, може 
бути покладений в основу більш загального програмного комплексу для 
дослідження середовищ з довільною залежністю провідності як від ко-
ординат області комплексного потенціалу, так і від координат фізичної 
області. У перспективі також проведення регуляризації знайдених 
розв’язків з метою мінімізації впливу похибок у вхідних даних. 
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We propose an approach to solving of two-dimensional inverse modeling 
problem of identifying the coefficient (the conductivities of a medium) in the 
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УДК 532.543 

П. С. Венгерський, канд. фіз.-мат. наук 

Львівський національний університет імені Івана Франка, м. Львів 

ЧИСЕЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ МАТЕМАТИЧНОЇ  
МОДЕЛІ СУМІСНОГО СТОКУ ПОВЕРХНЕВИХ  
І ГРУНТОВИХ ВОД З ТЕРИТОРІЇ ВОДОЗБОРУ 

Для опису поверхневих потоків записано початково-
крайову задачу стоку мілкої води. З урахуванням гідравлічно-
го потоку для опису грунтових потоків використовується рів-
няння Бусинеску. З урахуванням суцільного однорідного сере-
довища водяного потоку сформулюємо початково-крайову за-
дачу спільного руху рідини по поверхні водозбору. Побудова-
ні моделі апробовано на тестових прикладах, досліджується 
збіжність і стійкість задачі з урахуванням дії природних фак-
торів. Розроблені програми обчислювалися за допомогою про-
грамного пакету COMSOL. 

Ключові слова: рухомий шар рідини, мілка вода, поверх-
неві потоки, грунтова вода, п’єзометричний напір, сумісний 
потік, варіаційна задача, білінійні форми, метод скінченних 
елементів, дискретизація задачі, лінеаризація задачі, умови 
спряження.  

Сформулюємо задачу для опису руху схилових потоків по пове-
рхні водозбору з урахуванням крайових та початкових умов[1–3].  

1. Система рівнянь руху поверхневих потоків. Виділимо в су-

цільному середовищі (рідині) рухомий шар   3S t R  (рис. 1)  

© П. С. Венгерський, 2014 
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Рис. 1. Графічне зображення території водозбору 

такої структури 

            3
1 2 3 3 1 2: , , , , , , .    S t x x x R x t x x t x x x t         

Позначимо проекції його нижньої 

          3
1 2 3 3 1 2: , , , ,    Г t x x x R x x t x x x t       

та верхньої 

          3
1 2 3 3 1 2: , , , ,    s t x x x R x x t x x x t        

основ на площину 1 20x x . Решту поверхні цього шару 

          3
1 2 3 3: , , , , ,    sГ t x x x R x t x x t x t        

будемо називати бічною поверхнею шару  S t .  

 

 
Рис. 2. Загальне зображення моделі потоків та їх поперечний розріз 

Запишемо загальні рівняння руху рідини 

    
3 3

1 1

0,ik
i i k i

k kk k

u u u f
t x x


  

 

 
   

  
   (1) 
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,ij s ij ijp      

2 , , 1,2,3,ij ije i j    

1
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2
ji

ij
j i

uu
e

x x

   
   

 

 
 3

1

0, в (0, ],  
k

k k

u
S T

t x






  

 
  (2) 

де   3

1
,i i

u x t


 та ps = ps(x, t) шукані вектор швидкості частинок рідини 

та гідростатичний тиск відповідно,  3

1
( )i i

F g f x


  — масові сили, 

 = (x, t) > 0,  = (x) > 0,  3

, 1ij i j
e


,  3

, 1ij i j



 — густина маси, коефіці-

єнт в’язкості, симетричні тензори швидкостей деформації та напру-
жень рідини в точці x  на момент часу t , ij — символ Кронекера. 

2. Крайові та початкові умови для поверхневих вод. На практиці 
досить часто використовують граничні умови більш загального вигляду. 
Це граничні умови змішаного типу, коли на ділянках межі області S за-
даються компоненти вектора швидкості та поверхневих напружень: 

i iu u
 

 на Г1, 

1

n

ij j i
j

p 


  , на Г2, i = 1, 2, 3, 

де Г1Г2 = S, Г1Г2 =, 1 2 3( , , )   


 — вектор зовнішньої одини-

чної нормалі до S;  1 2 3, ,p p p p
   

 — задана вектор-функція. 

З огляду на те, що в загальному випадку частина поверхні  (x, t) 
потоку є вільною поверхнею і, отже, однією з невідомих його харак-
теристик, тоді потрібно задати ще умови для визначення її положення 
в просторі в кожен момент часу. Для відшукання вільної поверхні на 
верхній межі стоку x3 = (x1, x2, t) використаємо кінематичну умову: 

0 0
3 1 2

1 2

u R u u
t x x

    
   

  
 в S  (0, T], 

де R — швидкість падіння капель дощу, u1
0, u2

0 — горизонтальні 
складові швидкості на вільній поверхні та початкову умову 

0
0t

 


  в S. 

У загальному випадку на нижній межі потоку x3 = (x1, x2) мож-
на вважати, що рідина може перетікати у ґрунтову масу вздовж осі х3 
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3u I   на   [0, T], 

де I — відома функція, яка описує швидкість потоку рідини в довкіл-
лі. Наприклад, I = 0 означає, що поверхня  непрониклива для ріди-
ни; I > 0 — частинки рідини інфільтруються в ґрунт із заданою швид-
кістю; I < 0 — ґрунтові води підживляють поверхневий стік води сво-
їм виходом на донну поверхню землі, що трапляється, коли тиск в 
ґрунтових водах перевищує напруження в рідині. 

Щодо швидкості, то на нижній межі потоку, врахувавши умову 
прилипання, покладаємо 

u1 = u2 = 0. 
3. Рівняння руху грунтових вод. Моделі для опису руху води в 

різноманітних шарах грунту відрізняються одна від одної в міру різ-
номанітності, забезпеченості даними, можливостями перевірки на 
адекватність в реальних умовах. Для спрощення опису руху води 
проводиться вертикальна декомпозиція задачі — весь підземний про-
стір на виділеній території розбивається на шари: поверхня землі, 
ненасичена зона, насичена зона, зона напірного руху. В кожному ша-
рі для опису руху води використовуються моделі різної розмірності, 
їх розв’язки з’єднуються за допомогою граничних умов. В насиченій 
зоні відбуваються процеси фільтрації води, капілярного підйому, ви-
паровування та вбирання води корінням рослин, рух грунтової води 
вздовж водопідпору, взаємодія з русловим стоком, з водою в насиче-
ній зоні. В напірному шарі рух відбувається між двома водопідпора-
ми. Тут можлива взаємодія з русловим стоком і вищими або нижчими 
водоносними шарами при наявності проникливого водопідпору. 

Для виведення рівнянь, що описують процес фільтрації, відомі 
два підходи: гідродинамічний та гідравлічний. 

Гідродинамічний підхід полягає в тому, що припускаємо, що фільт-
раційний потік підпорядковується загальному закону руху суцільного 
середовища. Для цього середовища записуються закони збереження ма-
си та енергії і отримуються рівняння, що описують рух середовища. 
Отримані рівняння називають основними рівняннями теорії фільтрації. 
Основні рівняння теорії фільтрації не утворюють замкнуту систему рів-
нянь, тому їх, як правило, доповнюють рівнянням стану рідини. 

Гідравлічний підхід до виведення рівнянь полягає в тому, що ви-
діляється в безнапірному потоці нескінченно малий елемент, для якого 
записується балансове рівняння притоку та відтоку води. Висота грані 
виділеного об’єму (глибини потоку) співпадає з аплікатою вільної по-
верхні і діючим напором. Допускається, що всі лінії току, що пересі-
каються з однією і тією ж вертикаллю потоку, близькі до паралельних 
кривих. За рахунок інфільтрації з поверхні землі у виділеному об’ємі 
проходить приріст маси рідини, який викликає підвищення вільної по-
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верхні зі збільшенням глибини потоку. Так були отримані рівняння, які 
носять назву рівнянь Ж. Бусинеска або рівнянь планової фільтрації. 
Загальним для випадків планової теорії фільтрації є нехтування верти-
кальною складовою швидкості фільтрації, яка може бути знайдена з 
рівняння нерозривності потоку у вигляді лінійної залежності від z (рі-
дина — нестислива, середовище — недеформівне). 

Рівняння, що описує процес фільтрації, отримане при застосу-
ванні гідравлічного підходу, запишемо у такому вигляді [4]: 

 
3

1

в (0; ],
j jj

m k P T
t x x

  


   
       
  (3) 

• на ,k n q P     


 

0 0 ( ) в ,t x P    

де  

  
        
          

   

0

0 0

0

, , ;

, , , , ;

0 , , .

s

s

k x x x t x

k k x t k x t x x x t x

x t x

   

    

 

  
    
 

 (4) 

 ,k k x t  — коефіцієнт рівнепровідності, sk  — коефіцієнт фільтра-

ції,  m m x  — коефіцієнт питомої водовіддачі,  ,x t   — ві-

дома функція джерел притоку води, pp
z

g



   — п’єзометричний 

напір, 
__ __ __

S P   , 0S P  , 
__

S P   , q k     — потік, 

,
q 


  — об’ємна пористість, ( , )x t   — вектор швидкості 

рідини в грунті,  

s pn n
 
  , s sS     , p pP     . 

4. Граничні задачі для грунтових вод. Практичне значення має 
розгляд деяких граничних варіантів загальної задачі (3) більш доступ-
них для розв’язування. Один з варіантів отримаємо, якщо спрямовує-
мо товщину водоносного шару до нуля, але так, щоб опір грунту фі-
льтраційного потоку, який рухається паралельно до обмежуючої з 
низу поверхні, залишився незмінним. У результаті отримаємо двови-
мірну задачу про рух рідини по заданій криволінійній поверхні, яку 
ми назвали плановою задачею. Другим граничним варіантом можемо 
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вважати задачу про рух ґрунтової води по деякій вертикальній цилінд-
ричній поверхні заданої форми. Цей варіант отримаємо, коли розгля-
немо фільтраційний потік між двома вертикальними циліндричними 
поверхнями і спрямуємо відстань між ними до нуля, залишаючи не-
змінним опір потоку зі сторони грунту при русі потоку паралельно 
вказаним поверхням. Другий граничний варіант також дає двовимір-
ну задачу, його називають профільним. Такі підходи можна трактува-
ти як усереднення характеристик фільтраційного потоку за напрямом 
нормалей до поверхонь, що обмежують область фільтрації. 

Планову і профільну фільтрацію можна розглядати як спрощені 
моделі тривимірного фільтраційного потоку. В залежності від того, 
які характеристики фільтраційного потоку треба дослідити, вибира-
ють ту чи іншу модель. 

5. Умови спряження сумісного потоку води. Спочатку перет-
воримо рівняння (1). Введемо простір: 

  3 1 3
1

: ( ) | | 0 ,
si i

V H S n   
      

3 3

1 1

3 __ ___

1

( , )

( , ) 0, 1,3.

i i i
i k i i i ik s

k ki kS S S S

i ik s k
kS

u u
ds u ds f ds u p ds

t x x

u p n d i


      

  

 



  
   

  

  

    


 (5) 

Далі перейдемо до рівняння нерозривності (2). Домножимо рів-

няння (2) на Q  , де 2 ( )Q L S , будемо мати 
3

1

( )
0,k

kkS S

u
ds ds

t x

  



 

    

( ) ( ) 0.f
S S S

ds u n d u ds
t

      



    

    

Припустимо для грунтової води   = const , тоді попереднє рів-

няння перепишеться у вигляді 
 0.n

S S

u d u ds  


     (6) 

Розпишемо значення інтегралу по границі області P 
.

s s

s s s s
S Г Г

u n d u n d u n d u n d       
 

           

Врахуємо, що на поверхні води s  задано кінематичну умову  

snu u
  , 
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і нехай sГ  обмежена границями території водозбору, тому інтеграл 

по цій границі буде дорівнювати нулю. 
Перейдемо до аналізу рівняння (3). Введемо простір: 

 1: ( ) | | 0 .
p

W H P      

Домножимо це рівняння на 
g

n


, тоді 

3

1

( ) .
j jj

g g g
m k

n t x x n n  

    



  
 

    

Проінтегруємо його по області P : 
3

1

( ) ,
j jjP P P

g g g
m dp k dp dp

n t x x n n  

      


  
 

      

 3

1

( , )

( , )
( , ) 0.

P P

j jjP P

g g
m dp k x t d

n t n n

x t gg
k x t dp dp

x x n n

 

 

     

    




 
 

 

 
  

 

 

 
 (7) 

Додамо вирази (5) та (7): 





3 3

1 1

3 3 __

1 1

( , ) ( , )

i i
i k i i i

ki iS S S

i
ik s i ik s k

kk kS S

u u
ds u ds f ds

t x

u p ds u p n d
x

     


   

 

 

 
  

 


  



   

  
 

3

1

3

1

( , )

( , )
( , ) 0.

jP P

j jjP P

g g
m dp k x t d

n t n n

x t gg
k x t dp dp

x x n n

 

 

     

    




 
  

 

 
  

 

 

 
 

Розглянемо інтеграли на границях областей: 
3 3 __

1 1

( , )i ik s k
i kS

u p n d  
 

   ( , )
P

g
k x t d

n n

  



 =

3 3 __

1 1

( , )i ik s k
i kS

u p n d  
 

    ( , )( ) .p
P

g
k x t n d

n

 
 



   

Розкладемо ці інтеграли  
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__ __

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))

( ( , ) ( , )) ( , )

( , ) ( , ) .

s s

p

p

n nn s n s n nn s n s

n nn s n s
p

S P

p p

u p u p d u p u p d

g
u p u p d k x t d

n n

g g
k x t d k x t d

n n n n

   

 


 

         

      

     

 

 

 

    


   



 
 

 

 

 

 

 (8) 

Розглянемо значення інтегралів на спільній границі Г: 

( ( , ) ( , ) ( , )( ))

( , )
( ( , ) ( , ) ) .

n nn s n s p

p
n nn s n s

g
u p u p k x t n d

n

k x t n
u p u p g d

n

 


 


 
     


      





    

 
 




 

Враховуючи суцільність середовища, запишемо умови поведін-
ки вологи на спільній границі Г [5]: 

1) ( , ) ;nn s pu p p    

2) 0;n   

3) .n nu    

6. Тестовий приклад сумісного стоку. В 1  рух рідини над по-

верхнею u  описується системою рівнянь: 

( ) [ ( ( ) )] 0Tu u p I u u u            , 

 1 1e    (ра*s); 1000  (kg/m*3). 

Крайові умови 0 0( , )u u v  на 1 нижнє ; 

0, ( ( ) ) 0Tu u       на 1 верхнє . 

В 2  рух рідини в грунті описується рівнянням 

[ ( ( ) )] ,p fT

p

C
u p I u u u u

k k

 


          

де fC  = 0; k — коефіцієнт рівнепровідності пористого середовища; 

p  — коефіцієнт пористості грунту. 

На 1 нижнє  u = 2; 1 2верхнє верхнє   p = 0, на решта границі u . 

n = 0. 
На u  умови контакту (14). 
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Рис. 3. Поверхня значень та напрямів швидкостей в області   

Висновки. Сформульована варіаційна задача спільного руху по-
верхневих і грунтових вод з території водозбору. Виведені умови 
спряження для різних потоків, виходячи з принципів суцільності се-
редовища води. Отримані розв’язки задачі апробовано на тестових 
прикладах. Перевірено справедливість результатів з виконання зако-
ну збереження маси середовища. 
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For the description of surface flows initial boundary value problem of shal-
low water is written. Taking into account the hydraulic flow to describe 
groundwater flow equation is used equation of Busynesku. Given a continuous 
homogeneous medium water flow formulate the initial-boundary value prob-
lem coupled fluid motion on the surface of the watershed. The constructed 
model was tested on the test examples the convergence and stability problem is 
investigated taking into account the action of natural factors. Developed pro-
grams were calculated using the software package COMSOL. 

Key words: moving layer of fluid, shallow water, surface flow, under-
ground water, piezometric pressure, coupled flow, variational problem, bi-
linear forms, finite element method, discretization of problem, linearization 
problem, coupling conditions. 
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АППРОКСИМАЦИОННЫЕ МОДЕЛИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ТЕПЛОВЫХ ПРОЦЕССОВ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ ПЛАСТИНЕ 

С НЕСИММЕТРИЧНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 

В работе рассмотрен способ численной реализации мате-
матических моделей нестационарных тепловых процессов при 
наличии несимметричных граничных условий. 

Ключевые слова: модель, нестационарный тепловой про-
цесс, несимметричные граничные условия, аппроксимация, 
численная реализация. 

Введение. Надежность современных технических систем в зна-
чительной степени зависит от соблюдения температурных режимов 
эксплуатации. Поэтому исследование процессов теплопроводности 
занимает существенное место в процессе их проектирования. Базо-
выми математическими моделями этих процессов являются диффе-
ренциальные уравнения в частных производных параболического 
типа. Как известно, методы их решения являются трудоемкими и мо-
гут в значительной степени различаются в зависимости от граничных 
условий [1; 2; [4]. Для решения задач данного класса можно приме-
нить многие программные средства компьютерного моделирования 
(3D-MAX, ANSYS, T-FLEX, MAYA, CATI и др.), использующие, 

© А. А. Верлань, А. И. Махович, 2014
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преимущественно сеточные методы и требующие, как правило, зна-
чительных вычислительных мощностей [3; 4].  

В статье предлагается численно-аналитический метод модели-
рования процессов теплопроводности при несимметричных гранич-
ных условиях первого и второго рода, основанный на аппроксима-
ционном преобразовании уравнения в частных производных к систе-
ме обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Задача 1. Неограниченная пластина с несимметричными гра-
ничными условиями первого рода. Рассмотрим нестационарную зада-
чу теплопроводности с несимметричными граничными условиями пер-
вого рода. Температура T(x, t) на границах неограниченной пластины 

принудительно меняется по различным законам  1 1
( , )гр x

F t T x t


 , 

заданным своими функциями времени (рис. 1). Внутри пластины дейст-
вует источник тепла, мощность которого пропорциональна f(t). В на-
чальный момент времени имеется заданное по толщине распределение 
температуры   0

( , )НУ t
F x T x t


 . Необходимо найти распределение 

температуры в пластине. 

T(x,t) 

0 x – x 

R R 

 
Рис. 1. Схематическое изображение объекта моделирования 

Метод решения. В этом случае нестационарный тепловой про-
цесс описывается одномерным гиперболическим уравнением тепло-
проводности 

       
2

2

,( , ) ( , )
( ), 1 1r

T x tT x t T x t
c x x k x f t x

t x xt
 

             
, 

где  c x  — удельная теплоемкость,  x  — плотность,  k x  — коэф-

фициент теплопроводности, f(t) — внутренний источник тепла, x  — 
пространственная координата, t  — время. Поскольку время релаксации 

r  теплового потока есть малая величина (для газов и металлов имеет 

порядок соответственно 910 с и 1110 с [5]), то для многих, практически 
важных расчетов (при отсутствии высокоинтенсивного изменения теп-
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лового потока) дополнительным слагаемым 
 2

2

,
r

T x t

t





, учитывающим 

конечную скорость переноса теплоты, можно пренебречь [6]. Таким об-
разом, упрощенная модель теплопереноса описывается уравнением в 
частных производных параболического типа 

      
2

2

( , ) ( , ) ( , )
( ), 1 1

T x t T x t T x t
a x b x q x f t x

t xx

  
     

 
, (1) 

в котором коэффициент температуропроводности  

   
   

k x
a x

c x x
 ,    

   
k x

b x
c x x


 ,      

1
q x

c x x
 . 

Для привидения задачи к случаю однородных граничных усло-
вий представим искомую функцию в виде суммы  
 ( , ) ( , ) ( , )T x t V x t U x t  , (2) 

где ( , )V x t  удовлетворяет однородным граничным условиям, а  

  1 1
1 1

( , ) ( )
2 2гр гр

x x
U x t F t F t  

   (3) 

удовлетворяет условиям  1грF t . 

Введение переменной ( , )U x t  позволяет устранить несиммет-

ричность граничных условий и перейти к симметричному решению 
задачи методом сечений [7] относительно ( , )V x t . 

Продифференцировав (2) один раз по t и дважды по x и подста-
вив полученные выражения в (1), с учетом (3) получим уравнение  

            
2

2

, , ,
, ,

V x t V x t V x t
a x b x z x t

t xx

  
  

 
 (4) 

относительно вспомогательной переменной  ,V x t  с однородными 

граничными условиями  

    1 1
, 0гр x

F t V x t


  , (5) 

в котором 

 
       

       

1 1

1 1

1
,

2
1 1

.
2 2

гр гр

гр гр

z x t b x F t F t

x x
F t F t q x f t

 

 

    

          

 

Заменив в (4), согласно методу сечений для случая симметрич-
ных граничных условий, первую производную по пространственной 
координате выражением 
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           2 2 2
1

, 32 1 2
2 8 5 0, 1 2 , 8 1 ,

3 2 3 гр

u x t
x x u t x x u t x x F t

x

          
 (6) 

вторую производную выражением 

       
2

2 2 2
12

, 32 1 2
48 10 0, 64 , 16 ,

3 2 3 гр

u x t
x u t x u t x F t

x

                      
 (7) 

с учетом (5), имеем, что 

 

         

     

2 3

2 3

,
48 10 16 10 0,

32 32 64 1
64 , , .

3 3 3 2

dV x t
a x x b x x x V t

dt

a x x b x x x V t z x t

     
 

                
      

 (8) 

Полагая 0x   и 
1

2
x  , получаем систему двух обыкновенных диф-

ференциальных уравнений, определяющих величины  0,V t  и 
1

,
2

V t
 
 
 

:

 

         

 

0, 32 1
10 0 0, 0 , 0, ,

3 2

1
,

1 12
2 3 0,

2 2

1 1 1 1 1
8 16 , , ,

3 2 2 2 2

dV t
a V t a V t z t

dt

dV t

a b V t
dt

b a V t z t

       
 

                   
    

                            


 (9) 

в которой 

                 1 1 1 1
1 1

0, 0 0 ,
2 2гр гр гр грz t b F t F t F t F t q f t              

 

            1 1 1 1
1 1 1 1 3 1

, .
2 2 2 4 4 2гр гр гр грz t b F t F t F t F t q f t                         

 

Начальные условия для системы (9) имеют вид: 

 
        

   

1 10

1 1
0

1
0, 0 0 0 ,

2

1 1 3 1
, 0 0 .

2 2 4 4

НУ гр грt

НУ гр гр
t

V t F F F

V t F F F

 


 



  

        
   

 (10)  

Для приближенного вычисления  ,V x t  воспользуемся соответ-

ствующей формулой метода сечений [7]:  
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           4 2 2 2 2 2
1

16 1 1
, 4 5 1 0, 1 , 4 1 .

3 2 3 грV x t x x V t x x V t x x F t
        
 

 

Приближенное решение задачи в произвольной точке получает-
ся подстановкой в (2) полученного выражения для  ,V x t  с учетом 

(5) и для  ,U x t  в соответствии с (3): 

 
       

     
1 1

4 2 2 2

1 1
, , , ( )

2 2
16 1

4 5 1 0, 1 , .
3 2

гр гр
x x

T x t U x t V x t F t F t

x x V t x x V t

  
    

       
 

 (11) 

Процесс решения рассмотрим на модельном примере конкрет-
ной задачи, для которой: 

  
 2

2 0 1 2

22

b a a x a x
a x

a

 
 , 2

0 1 2 2 20, 0, 0a a x a x b a     , (12) 

    0, 1b x q x  ,   1
1

b tf t b e , (13) 

    1 2
1 0 1 21 b t b t

грF t e a a a e       , (14) 

   2
0 1 2НУF x a a x a x   . (15) 

Задача (1), (12)–(15) имеет точное аналитическое решение 

    1 22
0 1 2, 1 b t b tT x t e a a x a x e      . (16) 

С учетом (13)–(14) система (9) принимает вид: 

 

       

 

2

2

2 0 2

1
2 0 2

0, 32 1
0 10 0, , ,

3 2

1
,

1 16 12
2 0, , .

2 3 2 2

b t

b t

dV t
a V t V t b a a e

dt

dV t
a

a V t V t b a a e
dt





          
  

  
                             

 (17) 

Начальные условия (10) для системы (17): 

  20
0,

t
V t a


 ,  

 2
0

1 3
,

2 4
t

V t a


   
 

. (18) 

Приближенное решение (11) задачи в произвольной точке прини-
мает вид: 

 
   

     

1 2
0 1 2

4 2 2 2

, 1

16 1
4 5 1 0, 1 , .

3 2

b t b tT x t e a a x a e

x x V t x x V t

      

       
 

 (19) 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 10 

47 

Численные эксперименты. Апробация метода проведена посред-
ством численных экспериментов для ряда значений шага дискретиза-

ции 4
0 10 ,c   45 10 ,ci i     1..1000i   по временной перемен-

ной t при следующих значениях коэффициентов: 0 2,a   

1 1,a  2 0.5,a   1 0.1b  , 2 0.5b  . При этом (0) 1a  , 
1 19

2 16
a
   
 

, 

 0,10t ,  1,1x  . Для пространственной координаты был выбран 

шаг дискретизации 0,01.  
Система (17) численно решалась с помощью стандартного ре-

шателя в среде Matlab. Полученные результаты использовались для 
вычисления решений для любых значений пространственной коор-
динаты и для любого момента времени согласно выражению (19).  

Результат решения модельной задачи для шага 0,2945 c   
представлен на рис. 2. 

 
Рис. 2. График зависимости температуры  
от пространственной координаты и времени 

В экспериментах исследовалась зависимость относительной по-
грешности решения от шага дискретизации. Приближенное решение 
задачи (1), (12)–(15) сравнивалось с точным решением (16). Зависи-
мость максимального значения относительной погрешности решения 

    max max ,
x t

T x t       
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от шага дискретизации   приведена на рис. 3. При шаге дискретиза-
ции 0, 2945 c    получено наименьшее значение относительной по-

грешности 0,0086  . Вид функции относительной погрешности 

(t, x) при данном шаге приведен на рис. 4.  

  
Рис. 3. График зависимости максимального значения  

относительной погрешности решения от шага дискретизации 

Задача 2. Неограниченная пластина с несимметричными 
граничными условиями второго рода. Неограниченная пластина 
(рис. 1) с коэффициентом температуропроводности  a x  нагревается 

с обеих сторон различными источниками с переменными во времени 
тепловыми потоками, заданными своими функциями времени  

   
2

1

,
гр

x

T x t
F t

x








. 

Внутри пластины действует источник тепла, мощность которого 
пропорциональна f(t). В начальный момент времени имеется заданное 

по толщине распределение температуры    
0

,НУ t
F x T x t


 . Необ-

ходимо найти распределение температуры  ,T x t  в пластине. Таким 

образом, исследуется нестационарный тепловой процесс, который, 
учитывая допущения, сделанные для первой задачи, описывается од-
номерным уравнением теплопроводности (1) с несимметричными 
граничными условиями второго рода. 
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Рис. 4. График зависимости относительной погрешности решения  

от пространственной и временной координат 

Метод решения. Перейдем к задаче с однородными граничными 
условиями аналогично случаю, рассмотренному в задаче 1. Предста-
вим решение T(x, t) в виде суммы 

      , , ,T x t U x t V x t  , (20) 

где  ,V x t  удовлетворяет однородным граничным условиям, а 

      2
1 2,U x t m t x m t x  . (21) 

Величины m1(t) и m2(t) выбираем такими, чтобы удовлетворялись 

граничные условия  2грF t . Продифференцировав (21) по x, получим  

       1 2 2
1

,
4 гр грm t F t F t          2 2 2

1
.

2 гр грm t F t F t    (22) 

Отсюда 

          2 2, 2 2
4 гр гр
x

U x t x F t x F t       , (23) 

          2 2

,
2 2

4 гр гр

U x t x
x F t x F t

t
                

, (24) 

 
     2 2

, 1 1

2 2гр гр

U x t x x
F t F t

x
   

 


, (25) 

 
      

2

2 22

, 1

2 гр гр

U x t
F t F t

x
 

 


. (26) 
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Подставив (20) в (1) с учетом (24)–(26), имеем:  

 
           

2

2

, , ,
,

V x t V x t V x t
a x b x z x t

t xx

  
  

 
, (27) 

где 

 
                 

           

2 2

2 2

1 1
, 1 1

2 2

2 2 .
4

гр гр

гр гр

z x t a x x b x F t x b x a x F t

x
x F t x F t q x f t

 

 

            

              

  

Поскольку функция U(x, t) выбрана таким образом, чтобы удов-
летворять граничным условиям, то уравнение (27) должно решаться с 
однородными граничными условиями  

    
2

1

,
0гр

x

V x t
F t

x



 


.  (28) 

Заменив в (27), согласно методу сечений для симметричных гра-
ничных условий второго рода [7], частные производные первого и 
второго порядка на аппроксимирующие их выражения 

          2 2
2

, 64 1 1
1 0, , 8 1 ,

7 2 7 гр

u x t
x x u t u t x x F t

x

            
 

         
2

2 2
22

, 64 1 1
3 1 0, , 24 1 ,

7 2 7 гр

u x t
x u t u t x F t

x

            
 

и полагая 0x   и 
1

2
x  , получим систему двух обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, определяющих величины  0,V t  и 1
,

2
V t
 
 
 

: 

       

 

0, 64 1
0, , 0 0, ,

7 2

1
,

64 1 1 1 3 1 12
0, , , ,

7 2 4 2 8 2 2

dV t
V t V t a z t

dt

dV t

V t V t a b z t
dt

        
  

  
                                        

(29) 

где  

                   2 2
1 1

0, 0 0 0 0 0
2 2гр грz t a b F t b a F t q f t      , 

   

     

2 2

2 2

1 1 1 3 1 1 1 1 1
,

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1
5 3 .

16 2

гр гр

гр гр

z t a b F t b a F t

F t F t q f t

 

 

                            
            

                  
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Для системы (29) заданы начальные условия: 

 
   

    
0

2 2
0

0, 0 ,

1 1 1
, 5 0 3 0 .

2 2 16

НУt

НУ гр гр
t

V t F

V t F F F



 





        
   

 (30) 

Воспользовавшись формулой для вычисления  ,V x t  согласно ме-

тоду сечений для случая симметричных граничных условий второго рода 

         2 2 2 2
2

16 1 1 1
, 2 0, , 2 0,

7 2 7 2 грu x t x x u t u t x x F t u t
             

    
 

с учетом (28) и (23), получим возможность вычисления произвольных 
значений искомой функции: 

 
             

     

2 2

2 2

, , , 2 2
4

16 1
2 0, , 0, .

7 2

гр гр
x

T x t U x t V x t x F t x F t

x x V t V t V t

         

       
  

 (31) 

Рассмотрим упрощенную конкретную задачу, в которой коэф-
фициент температуропроводности, внутренний источник тепла и на-
чальное распределение температуры равны соответственно  

  
 2

2 0 1 2

22

b a a x a x
a x

a

 
 , 2

0 1 2 2 20, 0, 0a a x a x b a     , (32) 

    0, 1b x q x  ,   1
1

b tf t b e , (33) 

   2
0 1 2НУF x a a x a x   . (34) 

а несимметричные граничные условия имеют вид 

     2
1 22гр2

b tF t a a e   . (35) 

Задача (1),(32)–(35) имеет точное аналитическое решение 

    1 22
0 1 2, 1 b t b tT x t e a a x a x e      . (36) 

Система (29) приобретает вид: 

       

 

2 1

2 1

2 2
2 1

2

21 2
2 2 1

0, 64 1
0 0, , 2 0 ;

7 2

1
,

16 1 12
0, ,

7 2 2

1
2 .

2 4 2

b t b t

b t b t

dV t
a V t V t a a e b e

dt

dV t
a V t V t

dt

a a
b a a e b e

 

 

          
  

                    
    

                



 (37) 
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Для системы (37) заданы начальные условия: 

   00
0

1
0, ,

2t
t

V t V t a




   
 

. (38) 

Воспользовавшись формулой (31), получим возможность вы-
числения произвольных значений искомого решения: 

         22 2 2
1 2

16 1
, 2 0, , 0, .

7 2
b tT x t a x a x e x x V t V t V t          

  
 (39) 

Численные эксперименты. Для различных значений шага дискрети-
зации 4

0 10 c,    45 10 c,i i     1..1000i   временной переменной t 

задаем следующие значения коэффициентов: 0 2,a   1 1,a   2 0,5,a   

1 20,1, 0,5b b  . Тогда  2 0 1a  , 2 1 19

2 16
a

   
 

,  0,10t ,  1,1x  .  

По пространственной координате шаг равен 0,01. Система (37) с 
начальными значениями (38) численно решалась с помощью стан-
дартного решателя в среде Matlab. Полученные результаты исполь-
зуются для вычисления согласно (39) значений решения при произ-
вольных значения аргументов.  

Результат решения задачи при шаге 0,01 c   представлен на 
рис. 5. Зависимость максимального значения относительной погреш-
ности решения  

     max max ,
x t

T x t       

от шага дискретизации   приведена на рис. 6.  

 
Рис. 5. График зависимости температуры  
от пространственной координаты и времени 
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Рис. 6. График зависимости максимального значения  

относительной погрешности решения от шага дискретизации 

Результаты численных экспериментов показали, что при шаге 
дискретизации 0,01 c   получено наименьшее значение относи-
тельной погрешности 0,0000117  . 

Зависимость (t, x) при данном шаге приведено на рис. 7.  

 
Рис. 7. График зависимости относительной погрешности решения  

от пространственной и временной координат 
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Выводы. Предложенный метод численной реализации матема-
тических моделей нестационарных тепловых процессов при наличии 
несимметричных граничных условий I-II рода обладает достаточной 
для инженерных расчетов точностью (относительная погрешность в 
проведенном эксперименте не превышает 0,0086%). Метод позволяет 
значительно упростить вычисления по сравнению с традиционными 
методами расчетов. 
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МЕТОД СІЧНОЇ ПЛОЩИНИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ 
НАЙКРАЩОЇ У РОЗУМІННІ СІМ’Ї ОПУКЛИХ ЛІПШІЦЕВИХ 
ФУНКЦІЙ РІВНОМІРНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ НЕПЕРЕРВНОГО 

КОМПАКТНОЗНАЧНОГО ВІДОБРАЖЕННЯ 
СКІНЧЕННОВИМІРНИМ ПІДПРОСТОРОМ 

У статті на основі ідеї методу січних площин розв’язува-
ння задачі опуклого програмування побудовано збіжний метод 
розв’язування задачі найкращої у розумінні сім’ї опуклих ліп-
шіцевих функцій рівномірної апроксимації півнеперервного 
зверху компактнозначного відображення скінченновимірним 
підпростором неперервних однозначних відображень. 

Ключові слова: компактнозначне відображення, найкра-
ща у розумінні сім’ї опуклих ліпшіцевих функцій апроксимація, 
скінченновимірний підпростір, вагова функція. 

Вступ. Проблеми відновлення функціональних залежностей, які 
неточно визначені, за встановленими діапазонами їх можливих зна-
чень приводять до задач найкращої у деякому розумінні апроксимації 
багатозначного відображення множинами однозначних відображень. 

У статті для задачі найкращої у розумінні сім’ї опуклих ліпшіцевих 
функцій рівномірної апроксимації півнеперервного зверху компактноз-
начного відображення скінченновимірним підпростором неперервних 
однозначних відображень побудовано метод, який базується на ідеї ме-
тоду січних площин розв’язування задачі опуклого програмування, за-
пропонованого у праці [1], доведено його збіжність, отримано двосто-
ронні оцінки, які дозволяють знайти величину найкращого наближення з 
наперед заданою точністю, обґрунтовано, що побудований метод може 
успішно використовуватися при розв’язуванні задачі найкращої зваже-
ної рівномірної апроксимації півнеперервного зверху компактнозначно-
го відображення скінченновимірним підпростором. 

Постановка задачі. Нехай S  — компакт, X  — лінійний над 
полем дійсних чисел нормований простір,  ,C S X  — лінійний над 

полем дійсних чисел простір всіх неперервних однозначних відобра-

жень g  компакта S  в X  з нормою  max
s S

g g s


 ,  K X  — су-

купність всіх непорожніх компактів простору X ,   ,C S K X  — 
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множина багатозначних півнеперервних зверху на S  відображень a  
компакта S  в X  таких, що для кожного s S     sa s K K X  , 

V  — скінченновимірний підпростір простору  ,C S X , породжений 

лінійно незалежними відображеннями  ,ig C S X , 1,i n , 

 s s S
p


 — сім’я заданих на X  опуклих ліпшіцевих з константою l  

функцій sp , s S , таких, що відображення  ss S p x   непере-

рвне на S  при кожному x X . 
Задачею найкращої у розумінні сім’ї  s s S

p


 рівномірної апрок-

симації компактнозначного відображення   ,a C S K X   підпрос-

тором V  неперервних однозначних відображень будемо називати 
задачу відшукання величини 

 

   

   
 

1

*

( )

,..., 1

inf max max ( )

inf max max .
n

n

V s
g V s S y a s

n

s i i
R s S y a s i

a p y g s

p y g s
 





  

   

  

 
   

 


 (1) 

Якщо існує відображення * *

1

n

i i
i

g g


  , * n
i R  , 1,i n , таке, що  

 
 

    
 * * *

1

max max max max
n

V s s i i
s S y a s s S y a s i

a p y g s p y g s 
    

 
     

 
 , 

то його будемо називати екстремальним елементом для величини (1).  

Актуальність теми. Теорія багатозначних відображень, яка ін-
тенсивно розвивається в останні десятиріччя, знаходить багаточисе-
льні застосування в теорії оптимального керування, теорії оптиміза-
ції, опуклому аналізі, теорії ігор, математичній економіці та інших 
галузях сучасної математики. 

Важливий розділ цієї теорії утворюють задачі найкращого на-
ближення складних багатозначних відображень відображеннями про-
стішої структури (див., наприклад, [2–6]), у тому числі задачі най-
кращої рівномірної апроксимації неперервного компактнозначного 
відображення множинами неперервних однозначних відображень 
(див., наприклад, [7–9]). 

Актуальність дослідження і розв’язування задач найкращої рівно-
мірної апроксимації багатозначного відображення множинами однозна-
чних відображень мотивується ще й тим, що з цими задачами тісно 
пов’язані задачі оптимального відновлення функціоналів за інформацією 
про діапазони їх можливих значень (див., наприклад [10], [11]). 
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Чимало задач найкращого зваженого рівномірного відновлення 
функціональних залежностей, які не означені точно, вкладаються у 
схему постановки задачі відшукання величини (1). 

Практичне використання величини (1) та її екстремального еле-
мента вимагає розробки чисельних методів їх відшукання. 

Мета роботи. Побудувати метод відшукання величини (1) та її 
екстремального елемента, оснований на ідеї методу січних площин 
розв’язування задачі опуклого програмування. 

Деякі означення та допоміжні твердження. Нехай *X  — про-
стір, спряжений з X , F  — дійснозначна функція, задана на X . 

Полярою *F  функції F , або функцією, спряженою з F , називаєть-

ся функція, задана на *X , означена рівністю       * sup
x X

F f f x F x


  , 

*f X , (див., наприклад, [12, с. 306]). 

Множина   * * *: ,domF f f X F f     називається ефек-

тивною множиною функції *F  (див., наприклад, [12, с. 306]). 
Елемент *f X  називається субградієнтом функції F  в точці 

0x X , якщо  

       0 0F x F x f x f x   , x X , 

(див., наприклад, [12, с. 324]). 
Множину субградієнтів функції F  в точці 0x X  називають 

субдиференціалом цієї функції в точці 0x  і позначають  0F x  (див., 

наприклад, [12, с. 324]). 
Якщо F  є опуклою неперервною на X  функцією, то для 

0x X   0F x  є непорожньою опуклою слабко* компактною мно-

жиною простору *X  (див., наприклад, [12, с. 327]). 

Твердження 1. Для кожного   ,a C S K X   функція  

     
( )

max max ( ) , ,a s
s S y a s

h p y h s h C S X
 

    , 

є опуклою та ліпшіцевою з константою l  на  ,C S X .  

Доведення. Опуклість функції    , ,a h h C S X  , випливає з 

опуклості функцій sp  на X , s S , та властивостей верхньої межі 
довільної сім’ї опуклих функцій (див., наприклад, [13, с.180]). 

Переконаємося, що    , ,a h h C S X  , є ліпшіцевою на 

 ,C S X  з константою l . 
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Нехай  1 2, ,h h C S X  та  

   1 1
( )

max max ( )a s
s S y a s

h p y h s
 

     

   
1 1

1

1 1 1 1 1
( )

max ( ) ( )s s
y a s

p y h s p y h s


    ,  

де 1s S ,  1 1y a s . 

Тоді 

       
11 2 1 1 1 2

( )
( ) max max ( )a a s s

s S y a s
h h p y h s p y h s

 
        

   
1 1

1

1 1 1 2 1
( )

( ) max ( )s s
y a s

p y h s p y h s


      

    
1 11 1 1 1 2 1( ) ( )s sp y h s p y h s      (2) 

 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )l y h s y h s l h s h s        

   1 2 1 1 2 1 2( ) max ( ) ) .
s S

l h h s l h h s l h h


       

Аналогічно доводиться, що  
    2 1 1 2 ) .a ah h l h h     (3) 

З (2), (3) випливає, що 

   1 2 1 2 ) ,a ah h l h h     1 2, ,h h C S X . 

Твердження доведено. 

Наслідок 1. Для кожного   ,a C S K X   функція  

     1 1
( ) 1

,..., max max , ,...,
n

n
a n s i i n

s S y a s i

p y g s R     
  

 
    

 
 , 

є неперервною на nR . 

Доведення. Згідно з твердженням 1 для точок  1,..., ,n   

 0 0
1 ,..., n   простору nR  одержимо, що 

   0 0 0
1 1

1 1

,..., ,...,
n n

a n a n a i i a i i
i i

g g       
 

   
          

   
   

 0 0

1 1

n n

i i i i i i
i i

l g l g   
 

     . 

Звідси й випливає неперервність функцій  1,..., ,a n    

 1,..., n
n R   , в точці  0 0

1 ,..., n  . Оскільки точку  0 0
1 ,..., n   виб-
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рано довільно з nR , то  1,..., ,a n     1,..., n
n R   , є непере-

рвною на nR . 

Наслідок доведено. 

Основні результати. Будемо припускати, що існують точки 

js S , функціонали *
jj sf domp , 11,j m , такі, що 

       
1

1
1 1

max 0, ,..., 0 0,...,0
n

i j i j n
j m i

f g s   
  

    . (4) 

Зрозуміло, що умова (4) виконується тоді і тільки тоді, коли  

 
 

  
1 1,..., 1 1

min max 0
n nR

n

i j i j
S j m i

f g s
  

 
    

  , (5) 

де   2
1

1

,..., : 1n

n
n

n iR
i

S R  


     
  

  — одинична сфера простору nR . 

На попередньому кроці методу вибираємо точки js S , функціо-

нали *
jj sf domp , 11,j m , такі, для яких виконується умова (4) (5). 

На k -му кроці  1k   будемо розв’язувати задачу лінійного 

програмування: 
 inf   (6) 
при обмеженнях 

       *

1

,
j

n

i j i j j j s j
i

f g s f y p f 


   11, 1j m k   , (7)  

де для 11,j m  точки jy  вибираються з  ja s  довільно. 

Зрозуміло, що задача лінійного програмування (6),(7) має допус-
тимий розв’язок. Таким допустимим розв’язком буде, наприклад, 

вектор  1 ,..., ;n   , де  1 ,..., n   вибрано довільно з nR , а  

      
1

*

1 1 1

max
j

n

j j i j i j s j
j m k i

f y f g s p f 
    

 
    

 
 . 

Для всіх допустимих розв’язків  1 ,..., ;n    задачі (6), (7) має-

мо, що  

       
1 1

*

1 11

max max
j

n

i j i j s j j j
j m j mi

f g s p f f y 
   

    . 
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Звідки при    1 ,..., 0,...,0n    

       
1 1

2 *

1 11 1 2

1

max max
j

n n
i

j i j s j j j
nj m j mi i

i
i

f g s p f f y


 


    




   


. 

Оскільки згідно з (5) 

  
11 1 2

1

max 0
n

i
j i j

nj m i
i

i

f g s





  




 


, 

то звідси випливає, що 

     
1

*

1
max

js j j j
j m

p f f y
 

   . (8) 

Отже, для будь-якого допустимого розв’язку  1 ,..., ;n    зада-

чі (6), (7) має місце співвідношення (8). 
Це означає, що цільова функція  цієї задачі лінійного програ-

мування обмежена знизу на множині її допустимих розв’язків. Тому 
задача лінійного програмування (6), (7) має оптимальний розв’язок 
(див., наприклад, [14, с. 110]).  

Теорема 1. Якщо    1; ,..., ;k k k k k
n      є оптимальним 

розв’язком задачі (6), (7), то мають місце співвідношення 

  
 

  * max maxk k
V s

s S y a s
a p y g s 

 
   , (9) 

де 
1

n
k k

i i
i

g g


  , 1,2,...k  . 

Якщо для деякого натурального k   

 
  max maxk k

s
s S y a s

p y g s
 

  , 

то kg  є екстремальним елементом для величини (1) і справедлива 
рівність 

  
 

  * max maxk k
V s

s S y a s
a p y g s 

 
   . (10) 

Доведення. Оскільки вектор    1, ,..., ;k k k k k
n      є оптима-

льним розв’язком задачі (6), (7), то  

   *

1

inf : ,
j

n
k

j j i i j s j
i

f y g s p f   


          
  
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  1
1 11, 1, ,..., ; n

nj m k R         

   
1

*

1 1 1

max
j

n
k

j j i i j s j
j m k i

f y g s p f
    

  
         

  

     
1

*

1 1
max

j

k
j j j s j

j m k
f y g s p f

   
     

   *

1

inf : , ,
n

i i s
i

f y g s p f s S  


           
  

     * 1
1, , ,..., ; n

s ny a s f domp R        (11) 

 
   

*

*

1

inf : max max max ,
s

n

i i s
s S y a s f domp i

f y g s p f  
   

              
  

    
 1

1
1

,..., ; inf : max max ,
n

n
n s i i

s S y a s i

R p y g s     

  

          
  

    
  1

1 ,..., ; inf : max max ,n
n s

s S y a s
R p y g s    

 


   


 


 

    *, inf max max s V
g V s S y a s

g V R p y g s a 
  

       

 
  max max .k

s
s S y a s

p y g s
 

    

Із співвідношення (11) випливають співвідношення (9). 
Якщо для деякого натурального k  

 
  max maxk k

s
s S y a s

p y g s
 

  , 

то, враховуючи (9), робимо висновок, що kg  є екстремальним елеме-

нтом для величини (1) і справедлива рівність (10). 
Теорему доведено. 

Отже, якщо для деякого натурального k  

 
  max maxk k

s
s S y a s

p y g s
 

  , 

то згідно з теоремою 2 kg  є екстремальним елементом для величини 

(1) і  * k
V a  . 

У цьому випадку процес відшукання величини (1) та її екстре-
мального елемента завершено. 
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Розглянемо випадок, коли  

 
  max maxk k

s
s S y a s

p y g s
 

  . 

Тоді знаходимо точки 
1m ks S  ,  

1 1m k m ky a s   такі, що  

 
    

  11
1

max max max
m k

m k

k k
s s m k

s S y a s y a s
p y g s p y g s





  

     

  1 11m k

k
s m k m kp y g s

    , 

функціонал   1 1 11m k

k
m k s m k m kf p y g s

     та до обмежень (7) зада-

чі лінійного програмування (6), (7) добавляємо обмеження  

      
1 1 1 1 11

*

1

,
m k

n

i m k i m k m k m k s m k
i

f g s f y p f 
    


    

де  

       1 1 1 1 1 11

*
m k

k k
m k m k m k m k s m k m kp f f y g s p y g s

          

(див., наприклад, [12, с. 16]), знаходимо оптимальний розв’язок 

   1 1 1 1 1
1, ,..., ;k k k k k

n          одержаної нової задачі лінійного 

програмування і т.д. 

Теорема 2. Послідовність  
1

k

k





 є неспадною, існує lim k

k



. 

Послідовність  
1

k

k





, де  1 ,...,k k k

n   , 1, 2,...k  , є обмеженою 

послідовністю простору nR . Для будь-якої часткової границі 

 * * *
1 ,..., n    послідовністі  

1

k

k





 елемент * *

1

n

i i
i

g g


   є екстре-

мальним елементом для величини (1). Мають місце співвідношення: 

  
 

  *lim lim max maxk k
V s

k k s S y a s
a p y g s 

   
   , (12) 

де 
1

n
k k

i i
i

g g


  , 1, 2,...k  . 

Доведення. Оскільки обмеження задачі лінійного програмуван-
ня (6), (7), яка розв’язується на k -ому кроці, включається в обмежен-
ня задачі лінійного програмування, яка розв’язується на 1k  -му 
кроці методу, а цільові функції цих задач однакові, то для відповід-

них їх оптимальних розв’язків  1 ,..., ;k k k
n    та  1 1 1

1 ,..., ;k k k
n      
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виконується нерівність: 1k k   , 1,2,...k  . Згідно з теоремою 1 

 *k
V a  . Тому існує lim k

k



 і  

  *lim k
V

k
a 


 . (13) 

Переконаємось, що послідовність  
1

k

k





 є обмеженою послі-

довністю простору nR . Припустимо супротивне. Тоді існує її підпос-

лідовність  
1

k






 така, що lim k





  . Без обмеження загаль-

ності будемо вважати, що уже lim k

k



  .  

Оскільки  1 ,..., ;k k k
n    є оптимальним розв’язком задачі (6), 

(7), то  

        *

1

,
j

n
k k
i j i j s j j j

i

f g s p f f y 


    11,j m , 1, 2,...k  . 

Звідки 

       *

1

1 1 1
,

j

kn
ki

j i j s j j jk k k k
i

f g s p f f y



   


    (14) 

11,j m , 1,2,...k  . 

Оскільки 1 ,..., n

kk
n

Rk k
S



 

 
     
 

, то з послідовності  

1

1

,...,
kk
n

k k

k



 





  
         

 

можна вибрати збіжну підпослідовність 

1

1

,...,
k k

n
k k

 

 



 

 





  
         

. 

Нехай  

 / /1
1lim ,..., ,...,

k k
n

nk k

 

 

 
 

 

 
     
 

. 
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Зрозуміло, що  / /
1 ,..., nn RS   . 

З урахуванням зазначеного вище, обмеженості послідовності 

 
1

k

k





 (існує lim k

k



 ) з (14) одержимо, що  

  
1

/

1 1

max 0
n

i j i j
j m i

f g s
  

  , 

що суперечить (4). 

Отже,  
1

k

k





 є обмеженою послідовністю простору nR . 

Нехай  * * *
1 ,..., n    її часткова границя. 

Переконаємося, що вектор * *

1

n

i i
i

g g


   є екстремальним елеме-

нтом для величини (1). Існує підпослідовність  
1

k






 послідовності 

 
1

k

k





 така, що  

   * * *
11lim lim ,..., ,...,kk k

n n
 

 
     

 
   . 

До обмежень задачі лінійного програмування типу (6), (7), яка 
розв’язана на кроці k , добавляється обмеження  

      
1 1 1 1 11

*

1

,
m k

n

i m k i m k m k m k s m k
i

f g s f y p f
    

 
    


    

де точки 
1m ks S

  ,  
1 1m k m ky a s

    вибрані так, що  

 
 

    
  

  
11

1

1 11

max max max

,

m k
m k

m k

k k
s s m k

s S y a s y a s

k
s m k m k

p y g s p y g s

p y g s

 






 







  

 

   

 
 (15) 

а   1 1 11m k

k
m k s m k m kf p y g s

      ,  

       1 1 1 1 1 11 1

* .
m k m k

k k
s m k m k m k m k s m k m kp f f y g s p y g s 

                 

Тому уже  

      1 1

1 1 1 1 11

*

1
m k

n
k k
i m k i m k m k m k s m k

i

f g s f y p f 

    
  

    


   . (16) 

Маємо далі з урахуванням (15), (16), що 
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 
  

      1

1 1 1 1 11

*

1

max max

m k

k
s

s S y a s

n
k

m k m k i m k i m k s m k
i

p y g s

f y f g s p f





    
 



 

    


 

 
     
 


 

   
1 1 1 11

*

1
m k

n
k

m k m k i i m k s m k
i

f y g s p f

   


   


 
     

 
  

      1

1 1 1 1 11

*

1
m k

n
k

m k m k i m k i m k s m k
i

f y f g s p f

    
 

    


 
     
 

  

 1 1

1 1

1 1

n n
k k k k
i i m k i m k i i i

i i

f g s l g   

 
    

 
 

     . 

Оскільки    * *
11lim ,..., ,...,k k

n n
 


   


 , то звідси, співвідношен-

ня (13) та наслідку 1 випливає, що 

 
    

 

 
 

 
  

      1

1 1 1 1 11

1

* *

1

*

1

lim max max lim max max

max max max max

lim
m k

n
kk

s s i i
s S y a s s S y a s i

n

s i i s
s S y a s s S y a si

n
k

m k m k i m k i m k s m k
i

p y g s p y g s

p y g s p y g s

f y f g s p f





    

 







 



     

   

    
 

 
     

 
 

      
 

 
     

 







 1 *lim .k
V a


 


 

 

Отже, 

 
 

    * * *max max lim .k
V s V

ks S y a s
a p y g s a  

 
     

Звідси робимо висновок, що 

 
 

    * *max max lim .k
s V

ks S y a s
p y g s a 

 
    (17) 

Це означає, що *g  є екстремальним елементом для величини (1). 
Оскільки рівність (17) має місце для будь-якої граничної точки 

 * * *
1 ,..., n    послідовності     1

1 1
,...,k k k

n
k k

  


 
 , то справед-

лива рівність (12). 
Теорему доведено. 
З доведеної теореми випливає, що оцінки (9) можна використати 

для відшукання величини (1) з наперед заданою точністю. 
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Крім того, з теореми 2 випливає, що умова (4) ((5)) є достатньою 
для існування екстремального елемента для величини (1). 

Задача найкращої зваженої рівномірної апроксимації ком-
пактнозначного відображення скінченновимірним підпростором. 

Нехай  s , s S  — задана на S  неперервна дійснозначна фу-

нкція така, що   0s   для всіх s S  (деяка вагова функція). 

Покладемо для s S     sp x s x , x X . Зрозуміло, що 

,sp s S , є опуклими на X  ліпшіцевими з константою  max
s S

l s


  

функціями, для яких відображення    ss S p x s x    є непе-

рервними на S  при кожному x X .  
З урахуванням цього можна зробити висновок, що задача відшу-

кання  
  

( )
inf max max ( )
g V s S y a s

s y g s
  

  (18) 

вкладається у схему постановки задачі відшукання величини (1). 
Легко переконатися, що для сім’ї  s s S

p


 функцій sp , s S , 

таких, що    sp x s x , x X , існують точки js S , функціона-

ли *
jj sf domp , 11,j m , для яких виконується умова (4). Тому для 

відшукання величини (18) та її екстремального елемента можна ви-
користати описаний вище чисельний метод. 

Задачу відшукання величини (18) будемо називати задачею най-
кращої зваженої рівномірної апроксимації компактнозначного відо-

браження   ,a C S K X   скінченновимірним підпростором V . 

Висновки. Побудовано чисельний метод розв’язування задачі 
найкращої у розумінні сім’ї опуклих ліпшіцевих функцій рівномірної 
апроксимації півнеперервного зверху компактнозначного відобра-
ження скінченновимірним підпростором. 

Отримано двосторонні оцінки, які дозволяють знайти величину 
найкращого наближення з наперед заданою точністю. 

Обґрунтовано, що побудований метод можна використати, зок-
рема, для розв’язування задачі найкращої зваженої рівномірної апро-
ксимації півнеперервного зверху компактнозначного відображення 
скінченновимірним підпростором. 
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АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДІНКА СТРИБКОВОЇ  
ПРОЦЕДУРИ СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  

В СХЕМІ ДИФУЗІЙНОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 

Для випадку залежної від зовнішнього середовища сингу-
лярно збуреної функції регресії досліджено асимптотичну по-
ведінку стрибкової процедури стохастичної оптимізації в мар-
ковському середовищі в схемі дифузійної апроксимації. Пока-
зано, що генератор дифузійного процесу є гетерогенним в часі, 
а його флуктуації мають залежний від еволюції характер. 

Ключові слова: стрибковий марковський процес, стохас-
тична оптимізація, асимптотична поведінка, дифузійна ап-
роксимація. 

Вступ. Дослідження поведінки флуктуацій процедури стохасти-
чної оптимізації (ПСО) дає оцінку швидкості її збіжності до точки 
екстремуму усередненої еволюційної системи. Така проблема вини-
кає при використанні алгоритму фазового усереднення випадкових 
еволюцій [1], який базується на близькості вихідної та усередненої 
еволюційних систем [2]. Так, в [3–4] досліджено поведінку флуктуа-
цій дифузійної еволюційної системи з марковськими перемиканнями 
(процедура стохастичної апроксимації), де функція швидкості має 
сингулярно збурений доданок з малим параметром серій. 

Асимптотична поведінка процедури стохастичної оптимізації дос-
ліджувалась методом моментів, детально описаним у працях [5–7], а для 
загальніших випадків у працях [8–10] отримані інші граничні розподіли. 

Варто відзначити важливість флуктуацій при встановленні шви-
дкості збіжності дифузійної оптимізації еволюційних систем в схемі 
усереднення та при встановленні асимптотичної поведінки процеду-
ри стохастичної апроксимації [11]. 

Так, в роботі [2] розглядався випадок збурення, залежного тіль-
ки від зовнішнього середовища. У цій статті розглянуто стохастичну 
систему, в якій функція швидкості має залежне від стану самої сис-
теми сингулярне збурення по параметру серій. 

Проблема збіжності дискретної ПСО була розглянута у праці 
[12], де встановлено достатні умови збіжності динамічної системи в 
марковському середовищі в схемі дифузійної апроксимації при умові 
експоненційної стійкості усередненого дифузійного процесу. 

При дослідженні асимптотичної поведінки стрибкової ПСО в схемі 
усереднення у роботі [13] було показано, що при деяких нормуваннях по 
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часу суттєво зменшується дисперсія ПСО, а математичне сподівання 

знайденого розв'язку стає ближчим до точки екстремуму *u . 
У цій статті використовуються отримані у попередніх працях ре-

зультати з метою аналізу та дослідження асимптотичної поведінки 
стрибкової ПСО в схемі дифузійної апроксимації. 

Крім того, введено додаткові параметри, використовуючи які, 
можна отримати різну (прогнозовану) поведінку флуктуацій на зрос-
таючих інтервалах часу. 

Асимптотика стрибкової ПСО при дифузійному збуренні. 
Досліджується асимптотична поведінка стрибкової процедури стоха-
стичної оптимізації у схемі серій в марковському середовищі в схемі 
дифузійної апроксимації. Для простоти викладення розглядається 
одновимірний випадок функції регресії, однак отримані результати 
аналогічно переносяться на багатовимірний випадок. 

Стрибкова процедура стохастичної оптимізації (ПСО) у схемі 
дифузійної апроксимації в марковському середовищі із сингулярним 
збуренням функції регресії задається співвідношенням (покладемо 

1

0
( ; ) 0n b n nn

a C u x  


  ) [14]:  

 

1/( / ) 1

=0

( ) = ( ; ), (0) = , 0,
t

n n n
n

u t u a C u x u u t

 
     



   (1) 

де   — показник нормування часу,   — лічильний процес моментів 

відновлення марковського процесу (МП). 
Для узагальнення отриманих результатів розглянемо наступні 

керуючі функції: 

( ) = , > 0, ( ) = , > 0,
a b

a t a b t b
t t   

де ,   такі, що забезпечують умови збіжності ПСО (1) (див. [12, 

Теорема 1]): 

 2

0 0 0

( ) , ( ) , ( ) ( ) .
t t t

a t a t a t b t
  

  
         (2) 

В ПСО (1) мають місце вкладеності: 
1/( ), ( ), ( ), / , 0,n n n n n n n nu u x x a a n                  

де n  моменти марковського відновлення рівномірно ергодичного 

МП ( ), 0x t t   в стандартному фазовому просторі ),( X  . 

Функція 0
0( ; ) = ( ; ) ( ; )

c
bC u x C u x C u x 


  , 0 > 0c , u R , x X  

задовільняє умови існування глобального розв'язку супроводжуючих 
систем:  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

70 

( )
= ( ( ); ), .x

x
du t

C u t x x X
dt

   

Під збіжністю стрибкової ПСО (1) мається на увазі збіжність з 
ймовірністю 1 до точки рівноваги *u  (не зменшуючи загальності, 

вважатимемо, що * 0u  ) усередненої системи  

 
( )

= ( ( )), ( ) = ( ) ( ; ).
X

du t
C u t C u q dx C u x

dt
   (3) 

Це означає, що виконується рівність 
 *( ) = 0.C u  (4) 

З (3)–(4) отримуємо умову балансу для збурення 0 ( ; )C u x  про-
цедури (1): 
 0 (0; ) 0,C x   (5) 

де   — проектор, що визначається стаціонарним розподілом вкла-

деного ланцюга Маркова (ВЛМ) , 0nx n  , тобто ( ) = ( ) ( )
X

x dx x    . 

Зокрема, якщо 0 0= ( ; )N C u x , то 

 0 (0; ) = 0.C x  (6) 

Для функції регресії 3( ; ) ( )C u C R   має місце представлення:  

 
2

2 2 2

( ; ) ( ; )
( ; )

2

1
(0; ) (0; ) (0; ) ( ),

2 3

b
C u b x C u b x

C u x
b

b
C x uC x u C x o u b

  
  

 
         

 

 (7) 

де ( ), ( )u u t b b t  . Аналогічно збурення 3
0 ( ; ) ( )C u x C R  має предс-

тавлення: 

 
2 3

3
0 0 0 0 0( ; ) (0; ) (0; ) (0; ) (0; ) ( ).

2 6

u u
C u x C x uC x C x C x o u        (8) 

З (4) та (7) маємо додаткову умову балансу для функції регресії: 
 (0, ) 0.C x   (9) 

Зауваження. Для дифузійного збурення 

 
1/( / ) 1

2
0

0 0
=0

( ) = ( ; ).
t

c
n n n

n

C t a C u x

 
   


  (10) 

ПСО (1) має місце слабка збіжність процесів (див. [1]) 

0 ( ) ( ), 0,
a q

C t w t
t



    

де ( )w t  — стандартний вінерівський процес [17, глава X, 4б], 
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 2 2
0 0 0 0= 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

X X

dx q x C x R q x C x q dx C x     (11) 

Використовуючи (10), для ПСО (1) отримуємо представлення: 

 0
0( ) = ( ) ( ),

c
u t u t C t    (12) 

де 

1/( / ) 1

0
=0

( ) = ( ; ).
t

n b n n
n

u t u a C u x

 
   



   

Нормовані флуктуації ПСО (1) розглядаються у вигляді: 

 ( ) = ( ).
t

v t u t


 


  (13) 

Отже, 

 ( ) = ( ).u t v t
t

 

  (14) 

З (12) та (14) маємо: 

  1
0

0( ) = ( ) ( ) ,
c

u t v t t C t
t

   

 


  (15) 

звідки для (13) маємо: 

 0
0

( )
( ) = ( ) .

cu t
v t t C t


  


 

  
 

 (16) 

Для скорочення записів введемо позначення: 

 
1

0 .
c

z v t w


   (17) 
Розглянемо трьохкомпонентний МП 

  1/
0( ), ( ), = ( / ), 0 .tv t C t x x t t      (18) 

Оскільки при асимптотичному аналізі флуктуацій ключовим 
кроком є асимптотичне представлення генератора МП (18), то 
побудуємо його та розглянемо основні його властивості. 

Лема 1. Генератор МП (18) на тест-функціях 2( ; ; ) ( )v C P     

має представлення 

 1/ 1/
0( ; ; ) ( ; ; ) ( ; ; ),tL v w x Q x L v w x             (19) 

де 

 

/ 1
0

/ 2 1/0
0

L ( ; ; ) = ( )P ( ; ) ;

( ; ); ( ; ; ) ( ; ; ),

b

c
v

v w x q x v t a C z x
t

w t aC z x y v w y v v w x
tt

    


   


  

    

 

 

    


   
 

 (20) 
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P ( ; ; ) = ( , ) ( ; ; ).
X

y P y d        

Доведення. Проведемо доведення леми у два етапи. 

Етап I. Знайдемо умовне математичне сподівання (покладемо 

0( ) = , ( ) = , = , ( ) =tv t v C t w x x t t    ): 

 
0

, , 0 1/ 1/

E ( ( ); ( ); ) | , , =

= E ( ); ( ); ( > ) .

t

v w x t x x

v t C t x v w x

v v t w C t x I I

  

  
 



  
 





    
              

 

Оскільки 
( )

1/ 2
1/ 1/

> = = 1 ( ) ( )
q x

xI e q x O


 
 


      

 
, а 

2
1/ 1/

( ) ( )xI q x O 
 
      

 
, маємо:  

 

 
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










     

       
 

         

 (21) 

де =tx y
 . 

Знайдемо приріст ( )v t  нормованої ПСО (16) в момент 

стрибка при = , =n nt x x  та малих > 0 , беручи до уваги розклад 
1 2( ) = ( )t t t O          та використовуючи (13): 
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

 

 
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 
    


       


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
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

 (22) 

Враховуючи, що приріст еволюції ( )u t   рівний  

 /( ) = ( ) ( ) = ( ); ,b t
a

u t u t u t C u t x
t

      
        

для останнього маємо: 
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 
 

/ 1

/ 1 2

( ) = ( );

( ( ); ) ( ).

b t

b t

v t t a C u t x
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Для першого доданку в (21) при 0  , ( ) 0u t   і 

0 ( ) 0C t   (з умови Ліпшиця для ( ; )bC u x ), тому другим доданком 
в (22) нехтуємо:  
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Для приросту 0 ( )C t  маємо представлення:  

/ 2
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0 0( ) = ; .
c a z

C t C x
t t

 
 


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Нарешті з означення генератора МП (18) (див. наприклад, [16, 
Глава 3, 5]) отримуємо: 
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E v v t w C t x v w x

q x E v t a C z x w
t

t aC z x y v w x v v w x
tt



  

    


  




 

  

   






  

 



         

         
  

     
   

 (23) 

де z  визначено в (17). 

Етап II. Представлення (19) отримуємо використовуючи 
доданок ( ; ; )v w y  в квадратних дужках в (23). 

Перш, ніж продовжити, розглянемо розклад тест-функції 
3,4( ; ; ) ( )v w C P P     з (20) та оцінимо кожен з її доданків відносно   

при різних значеннях параметрів 0, ,c  , відкидаючи усі, менші 2( )O  : 

 
2 3 4

( )2 2 2
1 2 2

2 2 3
3 51 2 1 1

1 2 1 2 1 2

; ; =
2 6 24

( ) ( ),
2 2 6

IV
w w w w

vw vww v v v

v w x

O O

     

    

             

                  

 (24) 

де = ( ; ; );v w x   / 1
1 = ; ;bt a C z x

t
   


       

 
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/ 2

0
2 0= ; .

c
t aC z x

t

  



     
 

 (25) 

Випадок 0= 1, = 1/ 4, = 1c   (класичний). Враховуючи, що в 

(20) перед ( ; ; )v w x  стоїть множник 1/  , маємо: 

 
2 1

2
1/ 2 2

1 = =


   




  , тобто доданками з 2
1( )O   можна нехтувати;  

 
3 1

6
01/ 3 2

2 = =
c


   




  , тобто доданками з 3
2( )O   можна нехтувати;  

 
2 1

2 1
01/

1 2 = =
c


   


 

   , тобто доданками з 1 2( )O    можна 
нехтувати.  

Таким чином, для даного випадку функція 1,2( ; ; ) ( )v w C P P     
матиме розклад:  

 
2

2 22
1 2 1 2 1 2( ; ; ) = ( ).

2v w wv w x O    
               (26) 

Зауваження. Якщо 0 < 1c , то: 
4(1 )1/ 2 0

2 = ,
c 

   тому доданками 

з 2
2( )O   можна нехтувати, а 2,2( ; ; ) ( )v w C P P     матиме розклад: 

 2
1 2 1 2 2( ; ; ) = ( ).v wv w x O               (27) 

Відповідно до розкладу (7) для ;bC z x
t
   

 
 матимемо розклад:  

 
2 2 / 2 2 / 1

2
2 2 2

; = (0; ) (0; )

1
(0; ) ,

2 2

bC z x C x zC x
t t

b
z C x O

t t t

 

   

   

 

   



      
 

   
        

   

 (28) 

де =b const . 

Аналогічно до (8) збурення 0 ;C z x
t
 

 
 

 можна представити 

наступним чином:  

 
0 0 0

2 3 4
2 3

0 02 3 4

; = (0; ) (0; )

(0; ) (0; ) .
2 6

C z x C x zC x
t t

z C x z C x O
t t t

 

  

 

  

    
 

 
      

 

 (29) 

Для зручності та скорочення записів покладемо ( ; ; )v w x  . 
Перейдемо до формулювання леми. 
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Лема 2. ( 0= 1, = 1/ 4, = 1c  ) Генератор МП (18) на тест-

функціях 1,2( ; ) ( )v w C P P     має асимпотичне представлення:  

 

2 1
4

1 23/4

3 0

( ; ; ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ; ; ),

t

t

L v w x Q q x Q x P q x Q x P
t t

q x Q x P x Q v w x
t





  

 

 


   


  

 (30) 

де 
 1 0( ) ( ; ; ) = (0; ) ;wQ x v w x aC x   (31) 

 
1/4

2 02/4
( ) ( ; ; ) = (0; ) (0; ) ;v w

v t w
Q x v w x a C x C x

t
  

      
 

 (32) 

 

3

1/4 2
1/4

02/4

2
2
0

( ) ( ; ; )

( )
( ) (0; ) (0; )

2

(0; ) ;
4 2

v w

v w

Q x v w x

v t
a v t w C x C x

t

v a
C x

t



 

 



        
  

  

 (33) 

 0 ( ) = ( ) ( , ) ( ),
X

Q x q x P x dy y   (34) 

а залишковий член 0( )t x Q  такий, що  

0( ) ( ; ; ) 0, 0, .t Q v w t          
Доведення. Підставивши (28) у (20) та врахувавши розклад (26), 

отримаємо представлення (30). 

Наслідок ( 0= 1, = 1/ 4, = 1/ 2c  ). Генератор МП (18) на тест-

функціях 1,1( ; ; ) ( )v w C P P     має асимпотичне представлення:  

 

1 1/2
4

1 23/4 3/4

3 0

( ; ; ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ; ; ),

t

t

L v w x Q q x Q x P q x Q x P
t t

q x Q x P x Q v w x
t





  

 

 


   


  

 (36) 

де 

 1 01/4

1
( ) ( ; ; ) = (0; ) (0; ) ;v wQ x v w x a C x C x

t
      

 
 (37) 

 2 01/4

1
( ) ( ; ; ) = (0; ) (0; ) ;v wQ x v w x aw C x C x

t
       

 
 (38) 
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 3 01/4

1 1
( ) ( ; ; ) = ( (0; ) ) (0; ) ;

4 v wQ x v w x av C x C x
t

         
 (39) 

 0 ( ) = ( ) ( , ) ( ),
X

Q x q x P x dy y   (40) 

а залишковий член 0( )t x Q  такий, що  

0( ) ( ; ; ) 0, 0, .t Q v w t          

Доведення. З (35) та (27) отримуємо представлення (36). 

Проблема сингулярного збурення. Щоб завершити побудову 
граничного оператора, розв'яжемо проблему сингулярного збурення 

(ПСЗ). Для цього розглянемо розклад оператора tL  з (30) на 

збурених функціях вигляду 
2 3

4
2 3 43/4

( ; ; ) = ( ; ) ( ; ; ) ( ; ; ) ( ; ; ).v w x v w v w x v w x v w x
t t

           (41) 

Як і раніше, для зручності записів покладемо ( ; )v w  , 

( ; ; ), 2, 4i i v w x i   . 

Лема 3. Розв'язок ПСЗ для оператора tL  (30) на тест-функціях 
1,2( ; ; ) ( )v w C P P     має вигляд: 

 
1

( ; ; ) ( ) ( ) ( ; ),t t tL v w x L v x v w
t

        (42) 

де оператор tL  діє за правилом 

1/4 2 2 2
1/4

1 22/4

( )
( ; ) = ( ) ,

22
t v w w

v t w a
L v w q kv ad t w d

tt

   
       
  

 (43) 

де 1 ( ) (0; )
X

d q dx C x    , 2 0( ) (0; )
X

d q dx C x    , 1= ,k ad   а 

залишковий член ( ) ( ; )t x v w   такий, що ( ) ( ; ) 0, 0.t v w        

Доведення. Відомо (див. [2, підрозділ 3.1] або [1]), що залишко-
вий член в представленні (30) не впливає на розв'язок ПСЗ. Тому для 
отримання (42) достатньо розглянути розв'язок ПСЗ тільки для 

зрізаного до tL  оператора 
0

Lt
 , тобто: 

2 1
4

0 1 2 33/4

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .tL Q q x Q x P q x Q x P q x Q x P

t tt
  

 
     

Тоді значення оператора 0tL  на збурених функціях (45) має 

представлення  
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 
2

4
0 2 1

1

3 23/4

4 1 2 3 0

( ; ; ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

t

t

L v w x Q Q q x Q x P
t

Q q x Q x P
t

Q q x Q x P q x Q x P x
t t

 



    

  

   






   

    

      

 (44) 

де  

 1/4
0 1 3 2 2 1 4 3 22

2/4 2 1/4 3
2 3 2 4 3 3 3 4

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )

( ) ) ( ( ) ( ) ) ( ) ];

| ( ) ( ; ; ) | 0, 0.

t

t

x q x t Q x P Q x P Q x P Q x P
t

t Q x P t Q x P Q x P Q x P

v w





     

     

  

    

   

   

 

a) з умови розв'язності ПСЗ (44) (див. наприклад, [2, Підрозділ 3.1]) 

2 1( ) ( ) 0Q q x Q x    та умови балансу (5) знайдемо значення 2 : 

 2 0 1 0 0( ; ; ) ( ) ( ) ( ; ) ( ) (0; ) ( ; ).wv w x R q x Q x v w aR q x C x v w     (45) 

b) аналогічно з умови розв'язності  

3 2( ) ( ) 0Q q x Q x    

та умов балансу (6), (8) маємо:  

 

3 0 2

1/4

0 0 02/4

( ; ; ) ( ) ( ) ( ; )

( ) (0; ) ( ; ) (0; ) ( ; ) .v w

v w x R q x Q x v w

v t w
aR q x C x v w C x v w

t



 

 

       
 

  (46) 

c) нарешті, з умови розв'язності (44) маємо:  

4 1 2 3
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ; ),tQ q x Q x P q x Q x L v w
t

       

де оператор Lt  такий, що  

 ( ; ) ( ) ( ; ),t tL v w L x v w      (47) 

а  

 1 0 1 3
1

( ; ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .tL v w q x Q x PR q x Q x q x Q x
t

     (48) 

d) обчислимо тепер праву частину (47). Для цього використаємо 
знайдені представлення (48) та (45):  

2

0 0 0

3

( ; )

( ) (0; ) ( ) (0; ) ( ; )

( ) ( ) ( ; ).

t

w

L v w

a
q x C x PR q x C x v w

t
q x Q x v w







 

   

 
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Тоді для першого доданку маємо:  

 
0 0 0

2
0 0 0 0

( ) (0; ) ( ) (0; )

( ) (0; ) (0; ) ( ) (0; ),
X X

q x C x PR q x C x

dx C x R C x q dx C x 

  

     (49) 

де  

0 0(0; ) = ( ) (0; ).C x q x C x  
А для другого отримуємо: 

  
3

1/4

1/4 2 2
2

0 02/4

( ) ( ) ( ; ) =

= ( ) (0; )
4

( )
( ) (0; ) ( ) (0; ) .

22

v v
X

w w
X X

q x Q x v w

v
q a v t w dx C x

v t w a
a dx C x q dx C x

tt



  

   

 


    


    




 

 (50) 

Тепер з (49), (50)  

1/4

1/4 2 2 2

02/4

1
( ; ) ( ) (0; ) ( ) (0; )

4

( )
( ) (0; ) ,

22

t v
X X

w w
X

L v w q v a dx C x at w dx C x

v t w a
dx C x

tt

   

  

   
              

    


 



 

де 2  має представлення (11). 
Теорема. При виконанні умов збіжності ПСО (1), а також при 

додаткових умовах: 

1:A  2 > 0 ; 

2 :A  1 2> 0, > 0d d ; 

3 :A  > 0k  
має місце слабка подвійна збіжність процесів:  

0( ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), 0),v t t C t t w t       

де 
2 2 2

2
2

( ) =
a q

t
t

  в кожному скінченному інтервалі 00 < < < <t t T  . 

Двокомпонентний граничний процес  ( ), ( ) ( ), > 0t t w t t   є гетероген-

ним в часі дифузійним процесом (43). 

Висновки. Досліджено асимптотичну поведінку стрибкової про-
цедури стохастичної оптимізації в схемі дифузійної апроксимації в 
марковському середовищі для одновимірного випадку. Отримані ре-
зультати аналогічно переносяться на багатовимірний випадок. 
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Показано, що генератор дифузійного процесу є гетерогенним в 
часі, а його флуктуації мають залежний від еволюції характер. 

Введено додаткові параметри, використовуючи які, можна отри-
мати різну (прогнозовану) поведінку флуктуацій на зростаючих ін-
тервалах часу. 

Отримані результати розширюють можливості дослідження флук-
туацій еволюційних систем в околі точки екстремуму у випадку залеж-
ного від еволюції сингулярного збурення еволюційної системи. У свою 
чергу, це дає змогу поглибити аналіз флуктуацій процедури стохастич-
ної оптимізації при дослідженні умов оптимізаці стохастичних систем. 

Список використаних джерел: 

1. Korolyuk V. Stochastic Systems in Merging Phase Space / V. Korolyuk, 
N. Limnios. — World Scientific Publishing, 2005. — 330 p.  

2. Korolyuk V. S. Stochastic Models of Systems / V. S. Korolyuk, V. V. Koro-
lyuk. — London : Kluwer acad. pub., 1999. — 185 p. 

3. Chabaniuk Y. Fluctuation of stochastic systems with average equilibrium point 
/ Y. Chabanjuk, V. S. Koroliuk, N. Limnios // C.R. Acad. Sci. Ser. I. Paris. — 
2007. — 345. — P. 405–410.  

4. Чабанюк Я. М. Асимптотична нормальність стрибкової процедури з ди-
фузійним збуренням в марковському середовищі / Я. М. Чабанюк // Тав-
рійський вісник інформатики та кібернетики. — Сімферополь, 2007. — 
№1. — С. 40–48. 

5. Sacks J. Asymptotic distributions of stochastic approximations / J. Sacks // 
Ann. Math. Statist. — 1958. — Vol. 2. — P. 373-405.  

6. Невельсон М. Б. О сходимости моментов процедуры Роббинса-Монро / 
М. Б. Невельсон, Р. З. Хасьминский // Автоматика и телемеханика. — 
1972. — №3 — С. 101–125.  

7. Хасьминский Р. З. О поведении процессов стохастической аппроксима-
ции для больших значений времени / Р. З. Хасьминский // Проблемы пе-
редачи информации. — 1972. — №1. — C. 453–495.  

8. Fabian V. On asymptotic normality in stochastic approximation / V. Fabian // 
Annals of Mathematical Statistic. — 1968. — Vol. 39(4). — P. 1327–1332.  

9. Kersting G. D. A weak convergence theorem with application to the Robbins-
Monro process / G. D. Kersting // Ann. Prob., 1978. — Vol. 6. — P. 1015–
1025.  

10. Ljung L. Stochastic Approximation and optimization of random systems / 
L. Ljung, G. Pflug, H. Walk. — Basel ; Boston ; Berlin : Birkhuser, — 1992. 
— 114 p. 

11. Чабанюк Я. М. Апроксимація дифузійним процесом в схемі усереднення / 
Я. М. Чабанюк // Доп. НАН України. — 2004. — №12. — С. 35–40. 

12. Чабанюк Я. М. Збіжність дискретної процедури стохастичної оптимізації в 
схемі дифузійної апроксимації / Я. М. Чабанюк, П. П. Горун // Математичне 
та комп’ютерне моделювання. Серія: Фізико-математичні науки : збірник  
наукових праць. — Кам'янець-Подільський : Кам'янець-Подільський націо-
нальний університет імені Івана Огієнка. — 2012. — №6. — С. 234–248.  



Математичне та комп’ютерне моделювання 

80 

13. Чабанюк Я. М. Асимптотика стрибкової процедури стохастичної оптимізації 
в схемі усереднення / Я. М. Чабанюк, П. П. Горун // Вісник Київського уні-
верситету. Серія: Фізико-математичні науки. — 2012. — №2. — С. 251–256. 

14. Горун П. П. Генератор стрибкової процедури оптимізації в марковському 
середовищі / П. П. Горун, Я. М. Чабанюк, В. Р. Кукурба // XVI Interna-
tional Conference «Problems of decision making under uncertainties» (PDMU-
2010, October 4–8, 2010). — К. : Освіта України. — С. 54 

15. Korolyuk V. S. Average and diffusion approximation for evolutionary systems 
in an asymptotic split phase space / V. S. Korolyuk, N. Limnios // Annals 
Appl. Probab. — 2004. — 14(1). — P. 489–516.  

16. Невельсон М. Б. Стохастическая апроксимация и рекуррентное оценива-
ние / М. Б. Невельсон, Р. З. Хасьминский. — М. : Наука, 1972. — 304 с. 

17. Феллер В. Введение в теорию вероятностей и ее приложение : в 2-х т. / 
В. Феллер. — М. : Мир, 1967. — Т. 2. — 751 с. 

In case depending on the environment singularly perturbed regression 
function the asymptotic behavior of stochastic optimization procedure in 
diffusion approximation scheme in Markov medium was investigated. It 
was shown that the generator of the diffusion process is heterogeneous in 
time and its fluctuations depends on the evolution. 
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ЗАСТОСУВАННЯ СПЛАЙН-ФУНКЦІЙ ДЛЯ АПРОКСИМАЦІЇ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ЛІНІЙНИХ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 

Досліджуються крайові задачі для лінійних диференціаль-
них рівнянь із змінним запізненням. Запропоновано та обґрун-
товано схему наближеного розв’язання крайової задачі за до-
помогою кубічних сплайнів дефекту два. 

Ключові слова: крайова задача, запізнення, сплайн-функції, 
ітераційний процес. 

Вступ. Диференціальні рівняння із запізненням виникають у ба-
гатьох областях математичного моделювання. Врахування запізнення 
дозволяє описати багато нових ефектів і явищ у біології, екології, 
імунології та інших науках. У зв’язку з відсутністю ефективних алго-
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ритмів інтегрування диференціальних рівнянь із запізненням у явно-
му вигляді важливого значення набувають дослідження наближених 
методів їх інтегрування. 

У цій статті досліджується наближений метод розв’язання крайової 
задачі для лінійних диференціальних рівнянь зі змінним запізненням, що 
базується на апроксимації розв’язку кубічними сплайнами дефекту два. 

Питання існування та єдиності розв’язків крайових задач із запіз-
ненням у різних функціональних просторах вивчались у [1–3] та інших. 
Зведення лінійної крайової задачі із запізненням до інтегрального рів-
няння і застосування до його розв’язання проекційно-ітераційних мето-
дів розглянуто в [4]. Застосування методу сплайн-апроксимацій до ди-
ференціально-різницевих рівнянь досліджувалось у працях [5–7]. 

Позначення та постановка задачі. Розглянемо крайову задачу 

 
              

        
1 1 2

2 , ; , 

y x p x y x q x y x p x y x x

q x y x x f x x a b





    

   

  
 (1) 

          *, 0,1, ; , , j jy x x j x a a y b        (2) 

де    , , 1, 2i ip x q x i   — неперервні на  ;a b  функції,  x  — 

задана на *;a a 
   неперервно-диференційовна функція, ,R   

 
  *

;
min

x a b
a x x


  .  

Нехай запізнення   0x   — така неперервна на  ;a b  функція, 

що існує скінченна множина точок 

    ; , , 1,i i iE x a b x x a i l     . 

Введемо позначення    1 1 2 1 2 1, , , , , ,l la x x x x b           та 

визначимо множину функцій 

        
1

2

1

* 1 * 1: , , [ ], .
l

j
j

V y x y x C a b C a a C b Ca 




          


 
 
 
   (3) 

Розв’язком крайової задачі (1)–(2) будемо вважати функцію 

 y y x , яка задовольняє рівняння (1) (за можливим винятком точок 

, 1,ix i l ) та крайові умови (2). В подальшому будемо припускати, 

що існує розв’язок задачі (1)–(2), який належить .V  
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Обчислювальна схема. Задамо на  ,a b  сітку 0 1: a x x     

nx b   так, щоб E   . Будемо шукати наближений розв’язок 

задачі (1)–(2) у вигляді інтерполяційного кубічного сплайну  ,S y x  

дефекту 2 на сітці  , що належить простору функцій .V  
Введемо позначення 1, 1, , , j j jh x x j n     

   , 0 , 0, , 1, , 0 , 1, , .j j j jM S y x j n M S y x j n            

Для сплайна  ,S y x  нескладно одержати зображення: 

 
     

 

3 3

1 1
1 1

1 1

,
6 6 6

, , , 1, , . 
6

j j j j
j j j j

j j j

j j
j j j j

j

x x x x y h
S y x M M M x x

h h h

y h
M x x x x x j n

h

   
 


 

   
       

 
 

          
 

 (4) 

Враховуючи неперервність похідної сплайна  ,S y x  у внутріш-

ніх вузлах сітки   та крайові умови (2), одержуємо систему лінійних 

рівнянь, яку задовольняють величини jM   і jM  : 

  
 

1
1 1 1 1 1

1 1 0

(
6

2 2 ), 1, , 1, , .

j j
j j j j j j j j j

j j j j j j n

h h
h y h h y h y h M

h M h M h M j n y a y 

 
    

  
 


    

       

  (5) 

Із означення множини функцій V  дістаємо, що j jM M   для 

.jx E  

Наведемо властивості матриці A , що визначається коефіцієнта-
ми в лівій частині системи (5). 

Лема. Справджуються співвідношення 

      1
2 3 1det 1 ,

n
nA h h h b a


     (6) 

  
21

21 1
3

1

max
8

,
n

ij
i j

K
A a b a

h


 



    (7) 

   2 21 1
1 1 1

1,2 21 21 1

, 1, 1, max ,
2 2

n n

ij i j ij
i nj j

K b a K b a
a i n a a

h h

 
  


   

 
        (8) 

де 1
ija  — елементи матриці 1, , min , maxj j

j j

H
A K h h H h

h
    . 

Розглянемо тепер ітераційну схему знаходження наближеного роз-
в’язку крайової задачі (1)–(2) у вигляді кубічних сплайнів дефекту два (4). 
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1. Вибираємо кубічний сплайн   0 ,S y x  довільним чином, щоб 

задовольнялись крайові умови (2) (наприклад,   0 ,S y x   

     
a

x a a
b a

 



  


). 

2. Використовуючи вихідне рівняння (1) та сплайн   0 ,S y x , зна-

ходимо множини для 0,1,k    

           1
1 1, 0 , 0

k k k
j j j j jM p x S y x q x S y x
        

                2 2, 0 , 0k k
j j j j j j j jt p x S y x x q x S y x x f x          

            2 21 , 0, 1,j j j j j j jt p x x x q x x x j n           

           1
1 1, 0 , 0

k k k
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              2 2, 0 , 0k k
j j j j j j jt p x S y x x q x S y x x         

              2 21 , 1, ,j j j j j j j jf x t p x x x q x x x j n           

де 
 
 

0,  ,

1,  .

j j

j

j j

x x a
t

x x a





   
 

 

3. Розв’язуючи систему рівнянь (5), знаходимо  1 , 0,k
jy j n  . 

4. За множинами       1
,   ,   

k
j j jy M M
    будуємо сплайн   1 ,kS y x , 

який виступає в якості наступного наближення. 
5. Продовжуючи ітераційний процес, одержуємо послідовність 

сплайнів   , , 0,1,kS y x k   . Якщо ця послідовність збігається 

до розв’язку задачі (1)–(2), то при достатньо великому k  сплайн 
  ,kS y x  буде апроксимацією шуканого розв’язку. 

Збіжність ітераційного процесу. Введемо позначення 

 
      

    1 1 2 2 1 2
, ,

max , max ,
x a b x a b

L q x q x L p x p x
 

     
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   52 5
2

2 1
2 1

, , 5 1 .
8 8 3 2 2

K b aH K H
u b a v L H L H

          
 

 

Теорема. Нехай розв’язок крайової задачі (1)–(2) існує і нале-
жить простору .V  Тоді при виконанні нерівності 
 1 2 1uL vL      (9) 

існує * 0H  , що для всіх *H H  послідовність   , ,kS y x  0,1,k    

рівномірно збігається на  ,a b  і справджуються співвідношення 

           lim , , , 0,1,p k p
p

k
S y x y x R y x H p


    

де  y x  — розв’язок задачі (1)–(2), 
2

0 1
5

, 5
1 2 1

u H v
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 
 

   
 

, 

     
1

, max , ,r
r l

y x H y x H 
 


 

  ,r y x H   — модуль неперервності  y x  на r . 

Доведення. Згідно (6), побудова послідовності   ,kS y x  мож-

лива. Запишемо ітераційний алгоритм у матричній формі: 
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1

1 1

1
2 2

( , ,
6

, , ) ,

k k k

k k

A B
y x P x S y x Q x S y x

P x S y x x Q x S y x x F x A d 






  





    
 (10) 

де 1 1 2 2, , ,P Q P Q  — діагональні матриці з елементами    1 1, ,p x q x  

   2 2,p x q x  на діагоналі, F  — вектор-стовпчик, d  — сталий век-

тор, що залежить тільки від крайових умов (2). 

Нехай 1 ,j jx x x    , тоді, згідно (10), маємо 

 

         
     

1 11
1

1
2

1
, ,

6

, , .

k k k k
j j

k k

y y A B L S y x S y x

L S y x S y x

 



   


  


 (11) 

Із рівності (4), враховуючи (11) та лему, дістаємо 

 

           
     

1 1
1

1
2

, , , ,

, , ,

k k k k

k k

S y x S y x u L S y x S y x

L S y x S y x

 



   




 


 (12) 
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           
     

1 1
1

1
2

, , , ,

, , .

k k k k

k k

S y x S y x v L S y x S y x

L S y x S y x

 



   


 

   


 (13) 

Введемо позначення 
           1 0 1 0

1 2, , , , .L S y x S y x L S y x S y x       

Ітеруючи нерівності (12) та (13), одержуємо 

 

     
     

1

11 1

, ,

, , , .

k k

k kk k

S y x S y x

u S y x S y x v   



  

 

 
 (14) 

Співвідношення (14) при виконанні нерівності (9) забезпечують 

збіжність послідовностей      , , 0,1, , 0,1.p kS y x k p    Позначимо 

        lim , , , 0,1.p k p

k
S y x S y x p


   

Якщо  ,S y x  — кубічний сплайн дефекту 2, що інтерполює на сітці 

  розв’язок  y x  крайової задачі (1)–(2), тоді 

 

               
       

, , ,

, , 0,1.

p p p p

p p

S y x y x S y x S y x

S y x y x p

   

  
 (15) 

Для другого доданку в правій частині (15) справедлива оцінка [8] 

          2
0

5
, , , 0,1,2, ,

2
p p p

pS y x y x K H y x H p K      

 1 2 5.K K    (16) 

Для оцінки перших доданків у (15) знайдемо допоміжні нерівності 

       1 1| , 0 , 0j j j j jM p x S y x q x S y x       

           2 2, 0 , 0 |j j j j j j jp x S y x x q x S y x x f x          

          1, 0 0 , 0 0j j j j jS y x y x p x S y x y x           

       1 , 0 0j j jq x S y x y x      (17) 

       2 , 0 0j j j jp x S y x x y x        
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       2 , 0 0j j j jq x S y x x y x       

   2
1 2

5
5 5 , , , 0, 1.

2
L H L H y H y H j n      





     

Аналогічно одержуємо 

       
           

 

1 1

2 2

| , 0 , 0

, 0 , 0 |

, , 1, .

j j j j j

j j j j j j j

M p x S y x q x S y x

p x S y x x q x S y x x f x

y H j n

 



     

       

 







 (18) 

Позначимо        max , , , 0,1.p p
p

a x b
S y x S y x p

 
    

Враховуючи, що для сплайна  ,S y x  має місце зображення ви-

гляду (4), , j jM M   задовольняють співвідношення (5) та нерівності 

(17)–(18), нескладно дістати систему нерівностей 

 
  
  

0 1 0 2 1

1 1 0 2 1

, ,

, .

u L L y H

v L L y H

   

   

   


  




 (19) 

Розв’язуючи систему нерівностей (19), маємо 

 
 

 
 

 0 1
1 2 1 2

, ,
, .

1 1

u y H v y H

L u L v L u L v

 
  

   

 
  (20) 

Нерівності (20) разом із оцінками (9) та (16) забезпечують потрі-
бні співвідношення 

     25
, , ,

1 2

u
S y x y x H y H

 


    



 

     , 5 , .
1

v
S y x y x H y H

 


       
 

Теорему доведено. 

Приклад. Розглянемо крайову задачу 

     24 4 8 0, 1;2 ,
2

x
y y x y x xy x x x

         
 

   

      22 , 0,5;1 , 2 5 2.y x x x y e     

Точний розв’язок крайової задачі, знайдений методом кроків 

 2 2 3 2.xy e x    
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Наближений розв’язок крайової задачі згідно дослідженої в ро-
боті ітераційної схеми знайдено за допомогою прикладної програми, 
розробленої в середовищі MS Visual Studio 2010. 

Результати обчислень наведено в таблиці 1, де y  — точний роз-

в’язок, z  — наближений розв’язок, знайдений при 0.025h   на 9-й іте-
рації,   — похибка. Порівнюючи точний і наближений розв’язки, оде-
ржуємо, що відносна похибка не перевищує 0.1%, а абсолютна — 0.01. 

Таблиця 1 
x  y z    

1.0 2.0 2.0 0.0 
1.2 4.2693 4.2657 0.0036 
1.4 7.8 7.7924 0.0076 
1.6 13.2827 13.273 0.0097 
1.8 21.7811 21.7746 0.0065 
2.0 34.9453 34.9453 0.0 

Висновки. Апарат сплайн-функцій дозволяє побудувати ефек-
тивні обчислювальні алгоритми розв’язання крайових задач із запіз-
ненням. Одержані достатні умови збіжності ітераційної схеми є кое-
фіцієнтними, простими для перевірки. Числові експерименти підтве-
рджують одержані теоретичні результати. 
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ПОВНЕ АНАЛІТИЧНЕ ОПИСАННЯ ФУНДАМЕНТАЛЬНОГО 
РОЗВ'ЯЗКУ ОДНОГО ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ  

ЗІ ЗРОСТАЮЧИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 

Розглядається параболічне за Петровським рівняння дові-
льного порядку у випадку, коли рівняння містить члени з по-
хідними першого порядку за просторовими змінними і коефі-
цієнтами, які лінійно зростають на нескінченності як функції 
цих змінних, а інші коефіцієнти не залежать від просторових 
змінних. Для такого рівняння дається повне аналітичне опи-
сання фундаментального розв'язку задачі Коші. 

Ключові слова: параболічне рівняння зі зростаючими кое-
фіцієнтами, фундаментальний розв'язок, задача Коші, повне 
аналітичне описання. 

Вступ. При математичному моделюванні деяких реальних про-
цесів виникають параболічні рівняння з різними особливостями і ви-
родженнями, зокрема рівняння зі зростаючими на нескінченності кое-
фіцієнтами. Так, наприклад, для нормальних марковських процесів 
рівняннями Фоккера-Планка-Колмогорова є параболічні рівняння 
другого порядку, в яких коефіцієнти при похідних першого порядку 
за просторовими змінними є лінійними функціями цих змінних, а 
інші коефіцієнти сталі [1, c.177–179]. 

Важливим поняттям для таких рівнянь і, взагалі, для всіх парабо-
лічних рівнянь є фундаментальний розв'язок задачі Коші (ФРЗК), точна 
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інформація про який дозволяє одержувати досить точні результати в 
теорії задачі Коші та навіть теорії крайових задач. У монографіях [2; 3] 
підсумовано результати, що стосуються побудови, властивостей і за-
стосувань ФРЗК для загальних параболічних за І. Г. Петровським і за 
С. Д. Ейдельманом рівнянь з обмеженими коефіцієнтами, а також де-
яких рівнянь зі зростаючими коефіцієнтами в групі молодших членів. 
Якщо результати для ФРЗК для рівнянь з обмеженими коефіцієнтами 
досить точні, то не такими вони є у випадку зростаючих коефіцієнтів. 
У статті [4] для деяких рівнянь типу Фоккера-Планка-Колмогорова 
нормального марковського процесу знайдено ФРЗК в явному вигляді, 
на основі якого встановлено його точні властивості. 

У цій статті розглядається параболічне за І. Г. Петровським рів-
няння довільного порядку, в якому присутні члени зі зростаючими 
коефіцієнтами при похідних першого порядку такі, як у [4], а інші 
коефіцієнти можуть залежати лише від часової змінної. Для такого 
рівняння дається повне аналітичне описання ФРЗК. 

1. Позначення, припущення та означення. Користуватимемо-
ся такими позначеннями: ,n b  — задані натуральні числа; i  — уявна 

одиниця; n
  — сукупність усіх n -вимірних мультиіндексів 

 1: ,..., ;nk k k 1: ... ,nk k k    якщо ;nk     — задане додатне 

число,  , :    , n   , якщо  0,   ; 1

1
: ... ,n

n

kkk
x x x     : ,

j

j

j j

k
k
x k

jx


 


 

1

1: ... ,nk kk
nx x x  

1/2

2

1

: ,
n

j
j

x x


 
  
 
 
  якщо ,nk   а  1: ,..., n

nx x x  ; 

 ,   — скалярний добуток в ;n   

      : exp , , ,
n

n
xF f i x f x dx     



  

і  

 1 :xF g

       2 exp , , ,

n

n ni x g d x    


  

відповідно пряме й обернене перетворення Фур’є; n  — n -вимірний 
комплексний простір. 

Будемо розглядати рівняння вигляду 

 

         
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a x u t x t x
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

      

   




 (21) 
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за таких припущень: 

)  рівняння (1) рівномірно параболічне за І. Г. Петровським на 

 0, ,  тобто існує така стала 0,   що для будь-яких  0,t   і 

довільних n   справджується нерівність 

    2

2

Re ;
bk

k
k b

a t i  


   (22) 

)  коефіцієнти , 2ka k b  є комплекснозначними неперервними на 

 0,  функціями, а a  — дійсна стала. 

Означення. ФРЗК для рівняння (1) називається функція 

 , ; , ,G t x     0 , , ,nt x       яка є розв’язком у сенсі теорії 

узагальнених функцій задачі 
   , , , ; , 0, ,t xL t G t x t     

 
   , ; , | , ,n

tG t x x x     
 

де  — довільне число з  0,  і   — довільна точка з n ,  x  — 

дельта-функція Дірака, що зосереджена в точці .  

2. Побудова ФРЗК. Для довільно фіксованого числа    0,  

розглянемо задачу Коші  
        ,, , , 0, , ,t xL t u t x t x       (23) 

    , | , ,n
tu t x x x     (24) 

в якій   — нескінченно диференційовна й фінітна функція, для неї 
існує перетворення Фур’є  

      : , .n
xF        (25) 

Розв'язок задачі (3), (4) шукаємо у вигляді 

          
1

,, , , , , ,xu t x F t t x t x  
      (26) 

де   — невідома функція.  
Підставивши вираз (6) у (3), (4) та скориставшись властивостями 

перетворення Фур'є, для функції   одержимо задачу 

        
1 2

, , , ,
j

n
k

t j k
j k b

t a t a t i t       
 

      

    ,, ,t    (27) 

    , | , .n
tt         (28) 
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Рівняння (7) — це лінійне неоднорідне рівняння з частинними 
похідними першого порядку. Задача Коші для такого рівняння розв'я-
зується методом характеристик, згідно з яким відповідна йому систе-
ма звичайних диференціальних рівнянь має вигляд 

 
  

1

1

2

... .
1

n
k

n k
k b

dddt d

a a a t i

 
   



   


 (29) 

Вона містить 1n   рівнянь. Знайдемо 1n   незалежних перших 
інтегралів цієї системи. 

З рівнянь  , 1,..., nj

j

d
dt j

a




  , маємо 

  , 1,..., ,at
j jC e j n    (30) 

а з рівняння 
  

2

k
k

k b

d
dt

a t i



 





 одержуємо 

   0
2

exp .
t

k
k

k b

C a i d


   


    
  
   (31) 

З рівностей (10) і (11) випливає, що незалежними першими інте-
гралами системи (9) є 

     0
2

exp ,
t

k
k

k b

a i d C


   


    
  
   (32) 

  , 1,..., .at
j je C j n     (33) 

Нехай   і   — значення при t   відповідно   і  . Тоді з 
(10) і (11) маємо 

  0, 1,..., , ,a
j jC e j n C     

але згідно з (8)   ,   тому 

 0 ( ) ,aC Ce    
 

де  1: ,..., nC C C . 

На підставі (12) і (13) одержуємо 

      
2

, exp
t ka a

k
k b

t a iCe d Ce 



    


    
  
   
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       
2

exp ,
t k

a t a t
k

k b

a ie d e 



       



    
  
   

, .nt     
Тоді за допомогою (6) маємо 

 

           
2

,

2 exp , ,
n

t kn a t a t
k

k b

u t x

i x a ie d e d 



           





    
  

 


   ,, .t x    

Зробимо заміну змінних інтегрування за формулами  a t
je      

,j   1,...,j n , і врахувавши, що  na td e d  , де  1: ,..., n   , 

одержимо рівність 
 

              
2

,

2 exp , ,
n

t
n kk ana t a t

k
k b

u t x

e i e x a e d i d  



         





    
  

 


   ,, .t x    

Скориставшись виразом (5) (узявши в ньому замість   і x  відпо-
відно   і  ) та змінивши порядок інтегрування, прийдемо до формули 

          ,, , ; , , , ,
n

u t x G t x d t x       


 (34) 

в якій 

 

        
       

2

, ; , : 2 exp ,

,0 , , .

n

n na t a t

t
kk a n

k
k b

G t x e i e x

a e d i d t x

 

 



    

     

  





  

     




 




 (35) 

Перейшовши в інтегралі (15) від змінної інтегрування   до но-

вої змінної   за допомогою рівності     1/ 2b
q t  


  , де 

    21
1 , 0,

: 0,2
, 0,

abte a
q t tab

t a

   
 

 (36) 

одержимо 
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        

     

 

/ 2

1
, ,

, ; , :

, , , , | ,

0 , , .

n bna t

z z Q t x

n

G t x e q t

F V t t z

t x



  

  

  

 




  

  

   

     

 (37) 

Тут 

      0 1, , : , , , , ,0 , ,nV t V t V t t              (38) 

          12
0

2

, , : exp ,
t

kab
k

k b

V t a e d q t i 



     




    
  
   

            / 2
1

2

, , : exp ,
t

k b ka k
k

k b

V t a e d q t i 



     




    
  
   

        1/ 2
, , : .

batQ t x e x q t 


   

Із способу виведення формул (14) і (17) випливає, що функція G  є 
ФРЗК для рівняння (1) і її аналітичні властивості визначаються відповід-
ними властивостями функції V і оберненого перетворення Фур'є. 

3. Властивості функції V . Спочатку оцінимо функцію 0V . Для 
цього скористаємося умовою (2), з якої випливає нерівність 

        12

2

Re
t

kab
k

k b

a e d q t i 



   




    

     1 2 22 ,
t

b babe d q t 



     
      

0 , .nt       
За допомогою цієї нерівності маємо оцінку 

    2
0 , , exp ,0 , .

b nV t t             (39) 

Знайдемо ще оцінку  0 , ,V t i   ,  0 , , ,nt         де 

       0 0 0, , , , exp , , , ,V t i V t t           (40) 

 
 

       12
0

,

, , , .
t

kabl k l l
k k

k l

t C a e d q t i 



       
      

Тут підсумовування проводиться за всіма мультиіндексами 

 ,k l n
   такими, що 2k b  і 0 .l k   

Врахувавши обмеженість коефіцієнтів ka , 2 ,k b  оцінимо 
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   

 
   12

0
,

, , ,
t

k l lab

k l

t c e d q t 



      
    

 ,

.
k l l

k l

c     

Нехай   — деяке досить мале додатне число (його величина бу-
де вказана нижче). Розглянемо такі два випадки:  

1) ,    

2)   1 .   

У випадку 1) маємо 

  2
0 , , ,

b
t c     

 
та на підставі (19) і (20) одержуємо нерівність 

       2 2
0 0, , exp exp ,

b b
V t i c              (41) 

якщо  вибрати так, щоб 0: 0.c      

У випадку 2) існує така стала 0c , що  

  2
0 0, , ,

b
t c    

 
і, отже, в цьому випадку 

    2 2
0 0, , exp .

b b
V t i c          (42) 

З нерівностей (21) і (22) випливає оцінка 

   2 2
0 0 0, , exp ,

b b
V t i c          

  0 , , .nt         (43) 

Оцінимо функцію 1V . Використовуючи обмеженість функцій 

,ka  k  2 ,b  для 0 t     і  , n     маємо 

        / 2
1

2

, , exp
t

k ba k

k b

V t i c e d q t 



    




  

    .

k
   (44) 

Оскільки при 0 t       і 2k b  

     2 2 2 ,
a b k a b k t a be e e

          

 

 
  

2 2

22

1 1
1 , 0,

2 2
1 1 1

1 , 0,
2 2 2

, 0,

ab ab

a bab t

e e a
ab ab

q t e e a
a b a b a b

a



 



   

     

 
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то 

 

      

         

           

 

/ 2

/ 22 2

/ 2 1 / 22 22

2 ,

t
k ba k

t
k bab a b k

t
k b k ba b a bab

a b

e d q t

e d q t

e e d q t e q t

e q t c

 



   



 



 

 

  





   

  




 

  

    

  







 (45) 

де 

4

, 0,
: 2

, 0,

a be
a

c a b

a






 

 
 

 якщо   1,q t    і 2: ,a bc e 
   якщо 

  1.q t    

Якщо   — задане додатне число, то існує число 1N   таке, що 

для всіх N    і 2k b  

     2 2 21 2 1 2 2 12 2 2 .
k b b bb b b               

Якщо ,N    то   2 .
k k bN N      Отже, для дові-

льних    маємо 

    2 22 .
k b bbN         (46) 

Позначимо через r  число всіх мультиіндексів nk   таких, що 

2 .k b  Використовуючи нерівності (24)–(26), одержуємо 

 
     

  

2 22
1

2 2

, , exp

exp ,

b bb

b b

V t i rcc N

C rcc





     

  





    

 

 (47) 

де  2: exp .bC rcc N   Виберемо   таким, щоб 0 1: 0,rcc      

де 0  — стала з оцінки (23). Тоді з (18), (23) і (27) випливає оцінка 

 
   

 

2 2
1 1, , exp ,

0 , , ,

b b

n

V t i C c

t

     

  

   

     
 (48) 
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Для мультиіндексів  , nk l    покладемо 

     : , .
k l n

klP i i     
 

З оцінки (28) безпосередньо випливає, що для довільних 

 , nk l    справджуються оцінки 

 
     

 

2 2
2 2, , exp ,

0 , , ,

b b
kl kl

n

P i V t i C c

t

       

  

    

     
 (49) 

де 2 1 2 10 , .c c     

Отже, функції V  і klP V , як видно з їх явних виразів та одержа-
них оцінок (28) і (29), допускають аналітичне продовження з просто-
ру n  у простір n  до цілих функцій порядку зростання 2b  в n  і 

такого ж порядку спадання в n . 

4. Властивості ФРЗК. Диференціюванням рівності (17) за змін-
ними x  і   одержуємо рівності 

 

            

       

 

/ 2

1
, ,

, ; ,

, , , , | ,

0 , , .

n k l bn k a tk l
x

z kl z Q t x

n

G t x e q t

F P V t t z

t x




  

  

   

 

   


  

    

   

     

 (50) 

Використовуючи рівності (17) і (30) та встановлені в пункті 3 
властивостіV і klP V , за допомогою леми 1.1 з [3, c. 28] про перетво-
рення Фур'є цілих функцій, одержуємо повне аналітичне описання 
ФРЗК, яке наведено в наступній теоремі. 

Теорема. Якщо для рівняння (1) виконуються умови )  і )  з 
пункту 1, то правильні такі твердження: 

1) для рівняння (1) існує ФРЗК G ; 
2) функція G та її похідні за x  і   допускають аналітичні продов-

ження в простір n , які мають вигляд 

     , ; ,
n k a tk l

x G t x iy i e


          

            
/ 2

, , ,y,, , | ,
n k l b

kl z Q t x iQ tq t t z     
  

     

   0 , , , , , , ,n nt x y k l         
 

де  , , , ,n
kl t z z  при фіксованих t  і   є цілими функціями від 

z  порядку зростання  : 2 / 2 1q b b   і того самого порядку спадання 

при ;nz x   
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3) справджуються оцінки 

     , ; ,
n k a tk l

x klG t x iy i C e


            

          / 2
, , , y, ,

n k l b
c cq t E t x E t    

  
   

 
   0 , , , , , , ,n nt x y k l         

 

де     , , : exp , , ,
q

cE t x c Q t x    ,klC c  і c  — додатні сталі, що за-

лежать лише від чисел 
 

 
0, , 2

, , , , max k
t k b

n a b a t
  

  і сталої   з умовою (2); 

4) правильна формула  

     0, ; , exp ,
n

t

G t x d na t a d


     
     
  

 


 

 0 , .nt x      (51) 
На підставі сказаного перед формулюванням теореми потребує 

доведення лише рівність (31). В інтегралі з цієї рівності використаємо 
формулу (17) і здійснимо заміну змінної інтегрування за допомогою 

формули  , ,Q t x    . Тоді одержимо 

     1
0, ; , , ,

n

na tG t x d e F F V t
       
      

  

       0, ,0 exp .
t

na te V t na t a d



          
  

  

Висновки. Вищенаведені результати дозволяють довести для рів-
няння (1) точні теореми про коректну розв'язність задачі Коші та інтег-
ральне зображення розв'язків. Вони також можуть використовуватися 
для побудови та вивчення властивостей ФРЗК для рівняння вигляду (1) у 
випадку, коли коефіцієнти ka  залежать від усіх змінних t  і x . 
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The survey considers the arbitrary order equation parabolic in the sense 
of Petrovsky when equation contains members with the first order deriva-
tives of spatial variables and linearly increasing coefficients as functions of 
this variables and other coefficients don’t depend on spatial variables. A 
complete analytical description of a fundamental solution of the Cauchy 
problem is given for such equation. 

Key words: parabolic equation with increasing coefficients, funda-
mental solution, Cauchy problem, complete analytical description. 
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ГІПЕРБОЛІЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ 
В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ ЦИЛІНДРИЧНОМУ ШАРІ 

Методом інтегральних і гібридних інтегральних перетво-
рень у поєднанні з методом головних розв’язків (матриць 
впливу та матриць Гріна) вперше побудовано точний аналітич-
ний розв’язок гіперболічної крайової задачі математичної  
фізики в кусково-однорідному циліндричному шарі. 

Ключові слова: гіперболічне рівняння, початкові та крайові 
умови, умови спряження, інтегральні перетворення, головні 
розв’язки.  

Вступ. Теорія крайових задач для диференціальних рівнянь з ча-
стинними похідними — важливий розділ сучасної теорії диференціа-
льних рівнянь, який в теперішній час інтенсивно розвивається. Її ак-
туальність обумовлена як значимістю її результатів для розвитку ба-
гатьох розділів математики, так і численними застосуваннями її до-
сягнень при дослідженні різноманітних математичних моделей різ-
них процесів і явищ фізики, механіки, хімії, біології, медицини, еко-
номіки, техніки та сучасних технологій. 

Добре відомо, що складність досліджуваних крайових задач суттє-
во залежить від коефіцієнтів рівнянь (різні види виродженостей і особ-
ливостей) та геометрії області (гладкість межі, наявність кутових точок, 
тощо), в якій розглядається задача. На цей час досить детально вивчено 
властивості розв’язків крайових задач для лінійних, квазілінійних та пе-
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вних класів нелінійних рівнянь в однозв’язних областях (однорідних 
середовищах), які обумовлені згаданими вище властивостями коефіцієн-
тів рівнянь і геометрії області, та побудовано функціональні простори 
коректності задач за Адамаром для тих чи інших областей [1–5]. 

Водночас багато важливих прикладних задач теплофізики, тер-
момеханіки, теорії пружності, теорії електричних кіл, теорії коливань 
приводять до крайових задач для диференціальних рівнянь з частин-
ними похідними не тільки в однорідних середовищах, коли коефіціє-
нти рівнянь є неперервними, але й в неоднорідних та кусково-
однорідних середовищах, коли коефіцієнти рівняння є кусково-
неперервними чи, зокрема, кусково-сталими [6–9]. 

Окрім методу відокремлення змінних [10] одним з важливих і ефе-
ктивних методів вивчення лінійних крайових задач для диференціальних 
рівнянь з частинними похідними є метод інтегральних перетворень, який 
дає можливість будувати в аналітичному вигляді розв’язки тих чи інших 
крайових задач через їх інтегральне зображення. Варто також зауважити, 
що для досить широкого класу задач (в кусково-однорідних середови-
щах) ефективним виявився метод гібридних інтегральних перетворень, 
які породженні диференціальними операторами, коли на кожній компо-
ненті зв’язності кусково-однорідного середовища розглядаються або ж 
різні диференціальні оператори, або ж диференціальні оператори того ж 
самого вигляду, але з різними наборами коефіцієнтів [11–18]. 

Гіперболічні крайові задачі математичної фізики в необмежених 
(двоскладових і тришарових) та напівобмежених кусково-однорідних 
циліндричних областях розглянуто у працях автора [19–21]. 

У цій статті ми пропонуємо точний аналітичний розв’язок гіпер-
болічної крайової задачі математичної фізики для кусково-однорідно-
го циліндричного шару. 

Постановка задачі. Розглянемо задачу побудови обмеженого на 
множині 
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2 -періодичного щодо кутової змінної   розв’язку диференціаль-
них рівнянь гіперболічного типу 2-го порядку [10] 
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з початковими умовами 
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крайовими умовами 
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та умовами спряження [11]  
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де ,rja  , , ,k k
zj j js jsa     — деякі невід’ємні сталі;  
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   0 , , , , ,lg t r g t r   — задані обмежені неперервні функції;  , , ,u t r z   

  1 , , , ,u t r z     2 1, , , , , , , ,nu t r z u t r z   — шукана функція. 

Основна частина. Припустимо, що розв’язок задачі (1)–(5) іс-
нує і задані й шукані функції задовольняють умови застосовності 
залучених нижче інтегральних перетворень [22; 23; 11]. 

До задачі (1)–(5) застосуємо скінченне інтегральне перетворення 
Фур’є щодо кутової змінної  [23]: 

    
2

0

, 1,im
m mF g g e d g i


           (6) 

  1

0

1
Re ,

2
im

m m m m
m

F g g e g 







 
       

 
  (7) 

  
2

2 2
2

,m m m
d g

F m F g m g
d




 
         

 (8) 

де  Re   — дійсна частина виразу    щодо  , 0 1; 2;k    

1, 2,3,k    
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Інтегральний оператор Фур’є mF  за правилом (6) внаслідок то-

тожності (8) початково-крайовій задачі (1)–(5) ставить у відповідність 
задачу побудови обмеженого на множині  

    , , ; 0; 0; ; nD t r z t r z K        

розв’язку диференціальних рівнянь 

 
2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2

1
, , ,jm

rj zj jm j jm jm

u m
a a u u f t r z

r rt r r z


     
             

 (9) 

, 1, 1jz j n    

з початковими умовами 

    1 2

0
0

, ; , ; ; 1, 1,jm
jm jm jm jt

t

u
u g r z g r z z j n

t



    


 (10) 

крайовими умовами 

   
0

0 0 1 1
11 11 1 0 22 22 1,, ; , ,n n

m m n m lm
z l z l

u g t r u g t r
z z

    


 

              
 (11) 

 

0

0; 0; ; 1, 1, 0,1
k k

jm jm
jk k

r r

u u
z j n k

r r
 

 
     

 
 (12) 

та умовами спряження 

1 1 2 2 1, 0; 1,2; 1, .k k k k
j j km j j k m

z l

u u j k n
z z

    


                   
 (13) 

До задачі (9)–(13) застосуємо інтегральне перетворення Фур’є-
Бесселя щодо радіальної змінної r  [23]: 

        
0

,v vH g r g r J r rdr g 


        (14) 

        
0

,v vH g g J r d g r    


        (15) 

    
2 2

2 2
2 2

1
,v v

d g dg v
H g H g r g

r drdr r
  

 
           

  (16) 

де  vJ x  — циліндрична функція дійсного аргументу 1-го роду v -го 

порядку. 
Інтегральний оператор mH  за правилом (14) внаслідок тотожно-

сті (16) крайовій задачі (9)–(13) ставить у відповідність задачу побу-
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дови обмеженого на множині   , ; 0; nD t z t z K      розв’язку 

диференціальних рівнянь 

   
2 2

2 2 2 2
2 2

, , ; ; 1, 1jm jm
zj rj j jm jm j

u u
a a u f t z z j n

t z
  

 
      

 

    (17) 

з початковими умовами 

    1 2

0
0

, ; , ; ; 1, 1,jm
jm jm jm jt

t

u
u g z g z z j n

t
 





    




    (18) 

крайовими умовами 

   
0

0 0 1 1
11 11 1 0 22 22 1,, ; ,n n

m k n m lm
z l z l

u g t u g t
z z

      


 

              
     (19) 

та умовами спряження 

1 1 2 2 1, 0; 1, 2; 1, .

m

k k k k
j j km j j k m

z l

u u j k n
z z

    


                   
   (20) 

До задачі (17)–(20) застосуємо скінченне інтегральне перетво-
рення Фур’є на декартовому сегменті 0 ;l l    з n  точками спряження 

щодо змінної z  [11]: 

        
0

, ,
l

sn s s
l

F g z g z V z z dz g        (21) 

 
 
 

 1
2

1

,
,

,

s
sn s s

s s

V z
F g g g z

V z









      (22) 

 

   

   

   

   

1

0

21
2

1 2
1

1
2 2

1

12 0 0 0
1 1 11 1 0 11 11

12 1 1 1
1 , 1 22 1 22 22

,

,

, .

j

j

n

sn zi i i
i

ln

s s i i s i
i l

z s
z l

n n n
n z n n s

z l

d g
F a z l l z

dz

g k g z V z dz

dg
a V l g

dz

dg
a V l g

dz

 

  

    

    
















  
  



 
   

  

   

    
 

   
 



 
 (23) 

У формулах (21)–(23) беруть участь величини і функції: 

     
1

1
1

, , ( );
n

s i s i i
i

V z V z z l l z   





    
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     
1

1
1

;
n

i i i
i

z z l l z   





    

, 1
1 2 12

, 1

1
; ; 1, ;

n
z k

k m m n
z nm kzk

a
c c k n

aa
 




    

   2 1,, , ; 1, ;
n

m s i i s m s
i m

V z c q G z m n 


   

         1 2 1, 1 1,, cos sin ;n s n s n s n s n sV z q z q z         

         1,2 1,1, cos sin ;m s m s ms m s msG z q z q z        

       
0 1

12 2 2

1

, , , ;
k

k

ll n

s s k s k
kl l

V z V z z dz V z dz    





     

     
1

21 2 2
, ; ;j j z s s js j sq q a k q q       

     1 sin cos ;k k k
ip js m ip sj js m ip js mv q l q q l q l     

     2 cos sin ;k k
ip js m ip js js m ip js mv q l q q l q l    

       01 02
01 11 1 0 02 11 1 0; ;s s s sv q l v q l      

         22 1211 21, ;kp kpk km km
pm x y v x v y v x v y    

         1,2 1, 1,1 1,1 2, , ;p p
pm s p s pj p p s p p s ps p p j pm mq l q l q l q l           

 
s   корені трансцендентного рівняння 

         1,2 1,1
1 1 1 222 22 0,n n

n n n n nv q l v q l     
      

які утворюють дискретний спектр. 
Запишемо систему диференціальних рівнянь (17) та початкові 

умови (18) у матричній формі 

 

1

2

2 2
2 2 2 2

1 1 12 2

2 2
2 2 2 2

2 2 22 2

2 2
2 2 2 2
, 1 , 1 1 1,2 2

..............................................................

z

z

r m

r m

z n r n n n m

a a u
t z

a a u
t z

a a u
t z

 

 

    

  
      


         


   

      







 

 

 

1

2

1,

, ,

, ,

,

..................

, ,

m

m

n m

f t z

f t z

f t z







  
  
  
  
  
    
  
  
  
  
    







 (24) 
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 
 

 

 
 

 

1 2
1 11 1
1 2

2 22 2

1 21, 1,
0 01, 1,

, ,

, ,
,

........ ......................... .................

, ,

m mm m

m mm m

n m n m
t tn m n m

g z g zu u

u ug z g z

t

u ug z g z

 

 

    

                                        

  
  

  

.








 (25) 

Інтегральний оператор ,snF  який діє за формулою (21), зобра-

зимо у вигляді операторної матриці-рядка 

       
1 2

0 1

1 1 2 2 1 1, , ,
n

l l l

sn s s n s n
l l l

F V z dz V z dz V z dz      

 
 
  
        (26) 

і застосуємо за правилом множення матриць до задачі (24), (25). Вна-
слідок тотожності (23) одержуємо задачу Коші для звичайного дифе-
ренціального рівняння 2-го порядку 

   

         

21 1 12 2 2 2 2 2 0
1 1 112

1 1

12 1
1 0 0 1 , 1 22 1

,

, , , , ,

n n

s rj j j jms jms z
j j

n
s m n z n n s lm

d
a k u f t a

dt

V l g t a V l g t

     

     

  

 


  

 
        

 

 

  

 

 (27) 

    
1 1 1 1

1 2

1 1 1 10 0

, ,
n n n n

jms ims ims jms
j j j jt t

d
u g u g

dt
 

   

    

         (28) 

де 

     
1

, , , , ; 1, 1,
j

i

l

jms jk j s i
l

u t u t z V z dz j n   


     

     
1

, , , , ; 1, 1
j

j

l

jms jm j s j
l

f t f t z V z dz j n   


     

і аналогічно    1 2
1, ; .jms jms ng g l l      

Припустимо, не зменшуючи загальності, що  2 2 2

1 1
max rj j

j n
a  

  
   

2 2 2
1 1ra     і покладемо всюди    2 2 2 2 2 2 2

1 1 .j r rj jk a a        За-

дача Коші (27), (28) набуває вигляду 

 
     

         

2 12 2 0
1 1 112

12 1
1 0 0 1 , 1 22 1
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, , , , ,
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n
s m n z n n s lm

d u
u f t a

dt

V l g t a V l g t

    

     




  

    

 

 

 
 (29) 
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    1 2
0

0

, ,ms
ms ms mst

t

du
u g g

dt
 




 


    (30) 

де  

     
1

2 2 2 2 2
1 1

1

, , , , ,
n

ms jms s s r
j

u t u t a      



       

           
1 1 1

1 1 2 2

1 1 1

, , , , .
n n n

ms jms ms jms ms jms
j j j

f t f t g g g g     
  

  
           

Безпосередньо перевіряється, що єдиним розв’язком неоднорід-
ної задачі Коші (29), (30) є функція 
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   

  
    

 

       




  

 
  

 

     

  



  



 

 (31) 

Оскільки суперпозиція операторів snF  та 1
snF   є одиничним опе-

ратором, то оператор 1
snF   зобразимо у вигляді операторної матриці-

стовпця 

  

 
 
 
 

 
 
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2
21

1

1
2

1

,

,

,

.,

,

,

s

s s

s
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
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
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











 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
















 (32) 

Застосуємо за правилом множення матриць операторну матри-

цю-стовпець (32) до матриці-елемента  , ,msu t     де функція 

 ,msu t   визначена формулою (31). Одержуємо єдиний розв’язок 

початково-крайової задачі спряження (17)–(20): 

 
  
   
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   





     
    

    
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



 


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       

   

  

  

   (33) 

До функцій  , , ,imu t z  визначених формулами (33), послідовно 

застосуємо обернені оператори 1
mH   за правилом (15) та 1

mF   за пра-

вилом (7). Виконавши нескладні перетворення, одержуємо функції 
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 (34) 

   , , , , , , ; 1, 1,l
j lW t r z g d d d j n                

які визначають єдиний розв’язок гіперболічної крайової задачі (1)–(5). 
У формулах (34) застосовано компоненти 

     ,
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нижньої аплікатної матриці Гріна (функції Гріна) та компоненти 
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    

верхньої аплікатної матриці Гріна розглянутої задачі, де 
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З використанням властивостей функцій впливу  , , , , ,jkE t r z    і 

функцій Гріна  0 , , , , ,jW t r z    , , , ,l
jW t r z   безпосередньо переві-

ряється, що функції  , , , ,ju t r z  визначені формулами (34), задово-

льняють рівняння (1), початкові умови (2), крайові умови (3), (5) та 
умови спряження (4) в сенсі теорії узагальнених функцій [24]. 

Єдиність розв’язку (34) випливає із його структури та єдиності 
головних розв’язків задачі (функцій впливу і функцій Гріна). 

Можна довести [25], що при певних обмеженнях на вихідні дані 
задачі (1)–(5), узагальнений розв’язок (34) буде також її обмеженим 
класичним розв’язком. 

Зауваження 1. У випадку 0rj zj ja a a    формули (34) визна-

чають структуру розв’язку гіперболічної крайової задачі (1)-(5) в ізо-
тропному кусково-однорідному циліндричному шарі. 

Зауваження 2. Параметри 0 0 1 1
11 11 22 22, ; ,n n      дозволяють ви-

діляти із формул (34) розв’язки крайових задач у випадках задання на 
поверхнях 0 ,z l z l   крайових умов 1-го, 2-го й 3-го роду та їх мо-

жливих комбінацій (1-1, 1-2, 1-3, 2-1, 2-2, 2-3, 3-1, 3-2, 3-3). 

Зауваження 3. Аналіз розв’язку (34) в залежності від аналітич-

ного виразу функцій      1 2, , , , , , , , , ,j j jf t r z g r z g r z     0 , , ,g t r   

 , ,lg t r   проводиться безпосередньо. 

Зауваження 4. У випадку 2 0j   рівняння (1) є класичним три-

вимірним неоднорідним хвильовим рівнянням (рівнянням коливань) 
для ортотропного середовища у циліндричній системі координат. 

Зауваження 5. У випадку 11 11 12 12 21 10, 1; 0, 1; ,k k k k k kE          

21 22 2 220; , 0,k k k kE      де 1 2,k kE E  — модулі Юнга, 1,k n , умови 

спряження (5) э класичними умовами ідеального механічного контакту. 
Таким чином, у зазначених випадках, розглянута гіперболічна 

крайова задача математичної фізики (1)–(5) є математичною моделлю 
коливних процесів у кусково-однорідному циліндричному шарі. 
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Висновки. Методом інтегральних і гібридних інтегральних пе-
ретворень у поєднанні з методом головних розв’язків (функцій впли-
ву та функцій Гріна) вперше побудовано інтегральне зображення точ-
ного аналітичного розв’язку гіперболічної крайової задачі математич-
ної фізики в кусково-однорідному циліндричному шарі. Одержаний 
розв’язок носить алгоритмічний характер, неперервно залежить від 
параметрів і даних задачі й може бути використаний як в подальших 
теоретичних дослідженнях, так і в практиці інженерних розрахунків 
реальних процесів, які моделюються гіперболічними крайовими за-
дачами математичної фізики кусково-однорідних середовищ.  
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The method of integrated and hybrid integral transformations in 
combination with the method of main solutions (matrices influence and 
matrix Green) was first built in the exact analytical solution of hyperbolic 
boundary value problem of mathematical physics in piecewise homoge-
neous cylindrical layer.  

Key words: hyperbolic equation, initial and boundary conditions, 
conditions of conjugation, integral transforms, main solutions. 
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ПРОЦЕДУРА СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ  
ДЛЯ МОДЕЛІ ТЕСТУВАННЯ З НАПІВМАРКОВСЬКИМИ 

ПЕРЕКЛЮЧЕННЯМИ 

Розглянуто оптимізаційну процедуру для моделі тестування 
програмного продукту. Стохастичний процес виявлення помилок 
описаний з допомогою напівмарковського процесу. 

Ключові слова: модель тестування, процедура стохас-
тичної оптимізації, напівмарковський процес. 

Вступ. Дослідження, вдосконалення та аналіз моделей тестування 
надійності програмного забезпечення (ПЗ) та комп’ютерної техніки в 
цілому зумовлене створенням нових та вдосконалення існуючих тех-
нологій побудови програмних продуктів, розширенням спектру вико-
ристання автоматизованих систем в сучасному світі, що є передумо-
вою паралельного розвиток усіх складових процесу побудови та впро-
вадження ПЗ в процеси життєдіяльності людини. Підвищення складно-
сті та багатокомпонентність сучасних програмних проектів вимагають 
спеціалізованого підходу під час створення та застосування. В нас час 
техніка, автоматизовані системи, ПЗ повинні досягати високого рівня 
надійності, що дозволяє їм ставати ефективним інструментом в світі 
нових технологій та цілей. Будь яка неполадка може нести за собою 
серйозні наслідки та втрати, що не припустимо у сучасному світі кон-
куренції. Саме показник надійності стоїть першим серед не менш важ-
ливих показників — якість, живучість, безпека, готовність. Отже збі-
льшення потреб у використанні комп’ютерної техніки у житті людини 
вимагаю більш строго підходу до визначення рівня надійності продук-
ту застосування. Поняття надійності ПЗ не рідко виділяють окремо [1], 
оскільки при застосуванні цього поняття до програмних засобів врахо-
вують особливості і відмінності цих об’єктів від стандартних (тради-
ційних) технічних систем, для яких в першу чергу розробляється теорія 
надійності. Першочергова і фундаментальна відмінність програмних 
проектів від технічних засобів та систем полягає в тому, що програм-
ний продукт не тільки не зношується з часом, що відбувається з техні-
кою, а ще й те, що в результаті процесу використання виявляються та 
усуваються помилки, не говорячи про можливість модернізації шляхом 
розширення програми за рахунок нових модулів. Також підвищуються 
вимоги до надійності та витривалості програм, виникають задачі опти-
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мізації процесу тестування, якісного прогнозування надійності програ-
много продукту. Для розв’язування подібних задач оцінки та прогнозу-
вання в даний час використовуються моделі надійності ПЗ [1–3]. Роз-
виток програмних технологій та програмування в цілому зумовлює 
потребу розвитку таких моделей. Постають задачі побудови нових мо-
делей, вдосконалення існуючих шляхом пошуку нових параметрів, що 
зумовлять підвищення ступеня адекватності реальним програмним 
об’єктам, а також тестування таких моделей в реальних умовах. Важ-
ливою складовою кожної моделі тестування програмного продукту є 
критерій достатності процесу тестування, який дозволяє керівникам 
проектів приймати обґрунтовані рішення про завершення даного етапу 
розробки. В даний час у переважній більшості ІТ компаній такі показ-
ники (критерії) носять скоріше якісний та неформалізований характер, 
що є невиправданим при розробці ПЗ відповідального призначення. 
Отже пошук та дослідження критерію достатності процесу тестування 
є актуальною задачею програмної інженерії. 

1. Зв'язок між розподілом помилок та марковським і напівмар-
ковським процесом. Розглядаються моделі, в основі яких лежить пуас-
сонівський розподіл кількості помилок на інтервалах тестування про-
грамного продукту. Такі моделі розглядаються в наступних роботах: 
Jelinski-Moranda [4], Schick-Wolverton [5], Shooman [6], Musa [7], Goel-
Okumoto, Schneidewind [7] S-подібна модель зростання надійності, уза-
гальнена модель негомогенного пуасcонівського процесу. Припускаєть-
ся, що кількість виявлення помилок у моделі оцінювання та прогнозу-
вання надійності ПЗ розподілений за законом Пуассона. Перевага моделі 
на основі кількості помилок над моделлю на основі часу між ними поля-
гає в тому, що визначення часу між окремими помилками може мати 
куди меншу точність та більшу похибку за рахунок стороннього впливу 
на перших етапах тестування, на відміну від сумарних результатів на 
тестовому проміжку. З іншої точки зору дослідження часу між помилка-
ми може мати свої переваги при оцінці кінцевих етапів тестування, де 
кількості виявлених помилок відчутно зменшуються. У попередніх ро-
ботах [4–7] отримано результати, що описують процес тестування ПЗ, а 
також дають змогу отримати оцінку на граничних інтервалах часу. Дані 
результати базуються на отриманій статистиці з процесу тестування. В 
ході подальших досліджень виявлено, що з моменту переходу кількостей 
помилок до неоднорідного пуассонівського розподілу час між подіями 
відповідає неоднорідному експоненційному закону розподілу. 

Розглянемо випадок, коли кількості помилок на тестових ітера-
ціях відповідають закону розподілу Пуассона. 

Нехай ( )nP t  — ймовірність того, що ( )X t n , розподіл ( )nP t  

залежить від неперервного парамтра t . Отже, кількості помилок опи-
суються розподілом Пуассона:  
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t
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P t e
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   (1) 

Розглянемо стохастичний процес, представлений випадковим 
натуральним числом ( )X t . Приріст ( ) (0)X t s X   на інтервалі від 0 

до t s  є сумою приростів ( ) (0)X s X  і ( ) ( )X t s X s   на відповід-

них інтервалах. Ми припускаємо, що прирости ( ) (0)X s X  і 

( ) ( )X t s X s   незалежні, і що розподіл X(t + s) – X(s) залежить тільки 

від довжини тестового інтервалу а не від його положення на тестовому 
проміжку(в даному контексті слід розуміти тільки той тестовий промі-
жок, кількості помилок на якому відповідають закону Пуассона). На від-
далених етапах тестування, нас цікавить, не тільки кількість помилок на 
проміжку, а й час між помилками, тобто виконання умови 

( ) ( ) 0X t s X t   , де s  час, що минув після виявлення останньої по-

милки, тобто ймовірність, що час s менший за час до настання наступної 
помилки. Це відповідає випадку з розподілу Пуассона, коли 0n  : 

 0 ( ) = .tP t e   (2) 

У результаті отримано наступну щільність ( ) tf t e   часу між 

помилками на пізніх етапах тестування, що відповідає експоненцій-
ному закону розподілу, який визначає час перебування у станах мар-
ковського процесу. Останній результат дає змогу моделювати пода-
льшу поведінку процесу тестування. З моделі отримуються значення 
параметра  , яке можна використати для моделювання ланцюга Ма-
ркова, що породжує досліджуваний процес. 

У випадку напівмарковського процесу розглядається відповід-
ність кількостей помилок на тестових ітераціях неоднорідному пуас-
сонівському розподілу. При цьому закон розподілу часових проміж-
ків між виявленням помилок може описуватися функцією розподілу 
відмінною від експоненційної. 

У цій статті розглядається функція інтенсивності моделі тесту-
вання програмного продукту з індексом величини проекту [1]. 

2. Аналіз математичної моделі тестування програмного про-
дукту з індексом величини проекту. Математична модель надійнос-
ті програмного забезпечення створюється для оцінки залежності на-
дійності програмного забезпечення від деяких параметрів, пов'язаних 
з модулями програми на підмножині наборів вхідних даних, за допо-
могою, яких цей модуль контролюється [1]. До інших таких парамет-
рів відносяться частота помилок, що дає змогу оцінити якість систем 
реального часу, що працюють в неперервному режимі, і в той же час 
паралельно отримувати інформацію про надійність програмних про-
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дуктів [3]. Розглянута модель відноситься до класу моделей на основі 
кількості помилок. Припускається, що кількість виявлення помилок у 
моделі оцінювання та прогнозування надійності ПЗ розподілений за 
неоднорідним законом Пуассона. Крім того вважається, що індекс 
величини проекту є параметром моделі та визначається на основі ек-
спериментальних даних і набуває значення з дійсного діапазону і 
завжди більший від нуля. Функція інтенсивності виявлення помилок 
для даної моделі [3] має наступний вигляд  

    1= exp ,s st t t     (3) 

де   — коефіцієнт, що характеризує загальну кількість помилок в 
ПЗ,   — коефіцієнт, що характеризує загальну тривалість процесу 
виявлення помилок, s  — індекс величину проекту. 

Згідно з [1] для (3) визначена функція кумулятивної кількості 
помилок до моменту t   

      
0

,
t

s s t
tt d s s t e 

             (4) 

де   1

0
=

z p t
z p t e dt   , ( ) > 0Re p , — неповна гама-функція. 

Зауваження 1. При 1s   маємо з (3) та з (4) наступні представ-
лення  

  2 exp( ),t t t     

 ( ) 1 (1 )exp( ) ,t t        

що відповідає S -подібній моделі [7]. 
Загальна кількість помилок, що міститься в програмному проду-

кті визначається з (4) при t    
     ,s s     (5) 

де  s  — гама-функція, що також співпадає з S -подібною моделлю. 

Таким чином, згідно з основним припущенням та властивостями 
кумулятивної функції (4), для знаходження параметрів  ,   та s  
будуємо функцію максимальної правдоподібності 
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     (6) 

де im ,  1

n
ii

m k


 , — кількість виявлених помилок на інтервалі 

1( ; ], 0, .i it t i n   Отже, аналітичний вигляд побудованої моделі дозволяє 
узагальнити вираз для загальної кількості помилок в системі (6), яка за-
лежить від величини та складності проекту і визначається параметрами 
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моделі. Рівняння (3) та (4) називають моделлю з індексом величини про-
екту [3]. Особливістю досліджуваної моделі є третій динамічний пара-
метр, який описує індекс величини програмного проекту, що відсутній у 
всіх існуючих моделей [4–7]. Під величиною проекту розуміють ком-
плексний показник, який корелює з метриками складності коду програ-
много продукту [1]. Встановлення залежності між індексом величини 
проекту та метриками складності коду є предметом подальших дослі-
джень. Для визначення параметрів , , s   побудованої моделі викорис-
товується метод максимальної правдоподібності. 

Критерій достатності процесу тестування ПЗ. Важливим приклад-
ним аспектом моделі надійності ПЗ є встановлення кількісного крите-
рію достатності процесу тестування програмного продукту, який до-
зволяє керівникам програмних проектів більш обґрунтовано приймати 
рішення про виділення ресурсів на тестування та про завершення цього 
етапу розробки ПЗ. Так, на даний час, у переважній більшості ІТ ком-
паній такі показники носять скоріше якісний та неформалізований ха-
рактер на зразок «задоволення замовника», які жодним чином не мож-
на використовувати, наприклад, при розробці ПЗ відповідального при-
значення. На противагу до параметрів   та  , залежність індексу 
величини проекту (який відсутній в усіх інших моделях на основі роз-
поділу Пуассона) виявляє чітку особливість, яку можна покласти в ос-
нову критерію достатності процесу тестування. Ця особливість полягає 
в тому, що при переході до пуассонового розподілу кількості виявлен-
ня помилок залежність ( )s t  стає гладкою, а значення наближається до 

постійної величини. Таку поведінку залежності ( )s t  можна зрозуміти, 
врахувавши, що індекс величини проекту (параметр моделі) є основ-
ним параметром, що визначає форму і функцію розподілу, а відповідно 
і щільність ймовірності випадкової величини, яка у нашому випадку є 
кількістю виявлення помилки. Отже, на пізніх етапах тестування ПЗ, 
коли корельовано помилки виявлені та усунені, а час виявлення тих 
помилок, що залишились відповідає пуассоновому розподілу, якісна 
характеристика розподілу (параметр ( )s t ) вже практично не змінюєть-
ся, а змінюються в основному кількісні характеристики (параметри   
та  ). Таким чином, з використанням критерію достатності процесу 
тестування можна визначити загальну кількість помилок в програмно-
му продукті за допомогою рівняння (6) і порівнявши її з кількістю вже 
виявлених та виправлених помилок прийняти обґрунтоване рішення 
про розподіл ресурсів проекту зі створення програмного продукту. 

3. Процедура стохастичної оптимізації в задачі тестування 
програмного продукту. В даному підрозділі розглядається неперерв-
на процедура стохастичної оптимізації для індексу величини прог-
рамного продукту при тестуванні на знаходження помилок в матема-
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тичній моделі тестування програмного забезпечення на основі кіль-
кості помилок [4; 5]. Отримано умови збіжності процедури до 
асимптотичних значень індексу при неповному тестуванні з моменту 
виходу кількості помилок на розподіл Пуассона. 

При безпосередній залежності функції регресії від зовнішнього 
середовища, що описується напівмарковськими переключеннями, 
розглянуто процедуру стохастичної оптимізації [8]  

 ( )
( )

= ( ) ( ( ); ( )), ,b t
du t

a t C u t x t u R
dt

   (7) 

де 

( )
( ( ) ( ); ( )) ( ( ) ( ); ( ))

( ( ); ( )) : ,
2 ( )b t

C u t b t x t C u t b t x t
C u t x t

b t

  
   

а ( ), 0x t t  , рівномірно ергодичний напівмарковський процес у вимі-

рному фазовому просторі станів ( , )X X з стаціонарним розподілом 

( ),B B X  [10]. 
У цьому випадку експериментатор має можливість отримати 

асимптотично оптимальний результат навіть при відомій функції ре-
гресії, та при всіх значеннях напівмарковського процесу ( ), 0x t t   [9; 
10]. Доведення збіжності процедури стохастичної оптимізації (7) з 
ймовірністю 1, а саме  

0{ ( ) = } = 1lim
t

P u t u


 

проводиться з використанням асимптотичних властивостей генерато-
ра двокомпонентного марковського процесу ( )u t , ( / )x t  , 0,t   

0   — малий параметр серій, розв'язку проблеми сингулярного 
збурення та застосування теореми Невельсона-Хасьмінського ([9], 
Теорема 2.8.1, стор. 100). 

Отже, важливим кроком застосування процедури стохастичної 
оптимізації (7) є встановлення природи стохастичності, що входить в 
функцію регресії ( ; )C u x . 

Основною метою роботи є встановлення можливості використан-
ня процедури стохастичної оптимізації (7) для отримання асимптотич-
них значень індексу величини програмного проекту з функцією інтен-
сивності виявлених помилок, що запропонована в [1]. У першій частині 
даного підрозділу досліджуються стохастичні властивості точкових 
оцінок запропонованої моделі опису процесу тестування програмного 
продукту, а в другій — проводиться аналіз щодо застосування проце-
дури стохастичної оптимізації (7) для індексу величини проекту. 

4. Процедура стохастичної оптимізації для індексу величини 
проекту. Оскільки  ,   та s  в (3) визначається під дією процесу 
Пуассона кількості помилок на сусідніх інтервалах, визначимо мож-
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ливість побудови процедури стохастичної оптимізації для них. Ліній-
ність функції інтенсивності  t  відносно   не дозволяє отримати 

таку процедуру. Тому  , отримане з моделі є постійним для проце-
дури стохастичної оптимізації відносно параметрів   та s . З іншої 
сторони з природи параметру   в (3) слідує, що він змінюється мало 
при наборі достатньої статистики помилок при тестуванні (перехід 
кількості виявлених помилок на сусідніх інтервалах 1 1 2( ; ],( ; ]i i i it t t t    
до розподілу Пуассона), що підтверджують експериментальні данні. 

Таким чином, отримуємо єдино можливу процедуру стохастич-
ної оптимізації для параметра s  з функцією регресії  

    1, = exp .s ss t t t   
   (8) 

Згідно властивостей точкових оцінок  , 


 (при великих n  та k ) 

отримуємо їх незміщеність відносно   та  . З іншої сторони   та   
змінюються під впливом напівмарковського процесу виявлення помилок. 

Отже, отримуємо процедуру стохастичної оптимізації згідно (7) 
параметра s   

 

( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( ) 1 ( ) ( )

( ) ( )

2 ( )

.

s t b t s t b t t

s t b t s t b t t

ds t a t
t e

dt b t

t e









   

   

 

 








 (9) 

Функція інтенсивності виявлення помилок  ,s t  згідно (8) має 

єдиний максимум. 

Теорема. Якщо функції ( ) 0, ( ) 0a t b t   задовольняють умовам  

 2
0

0 0 0

( ) = , ( ) < , ( ) ( ) < , > 0,
t t t

a t dt a t dt a t b t dt t
  

      (10) 

то для процедур стохастичної оптимізації (11) має місце збіжність 
 0{ ( ) } 1,lim

t
P s t s


   (11) 

де 0s  таке, що  

0max ( , ) ( , ).s t s t   
Зауваження 2. Відзначимо, що умови (10) з одної сторони до-

зволяють рухатись випадковій еволюції ( )u t до точки 0u u , а з дру-
гої сповільнити цей рух таким чином, щоб встигнути досягнути точку 

0u u  при .t   

Доведення. Збіжність з ймовірністю 1 (11) слідує з гладкості 
функції ( , )s t , тобто виконання умови Ліпшиця в формі 
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( )| ( , ) ( , ) | ( ),b t ss t s t cb t     

умов (10) та твердження теореми збіжності ПСО (7) [8]. 

5. Дослідження процедури на реальних даних. Були проведені 
дослідження даних отриманих з реальних тестувань програмного за-
безпечення. Дані тестування були розбиті на 5 груп, по типах поми-
лок: Trivial, Minor, Major, Critical, Bloker. Також були визначені рів-
номірні моменти часу для яких визначалась статистика, всього 1300 
ітераційних моментів. Враховуючи різну природу цих помилок, ко-
жен тип розглядався окремо і отримано наступні результати. 

Таблиця 1 

Тип S


 S (ПСО) Виявлено 
помилок

Очікувана 
к-сть (ПСО)

Trivial  0.154 0.16 56 66.747
Minor  0.144 0.201 479 573.506
Major  0.122 0.296 1204 1516.043
Critical  0.139 0.222 666 801.526
Bloker  0.153 0.166 122 145.205

У таблиці представлені значення критерію достатності процесу 
тестування для останнього значення отриманого з моделі S


, що ви-

значається з (6) та граничного отриманого з процедури S з формули 
(9), а також виявлена кількість помилок та очікувана кількість поми-
лок, яка визначається з врахування результатів отриманих за допомо-
гою процедури та формули (5). 

З результатів дослідження видно, що процес тестування не вийшов 
на фінальну стадію, і його необхідно продовжити, це слідує з відмінності 
між отриманими критеріями з моделі та з процедури, а також з різниці 
між виявленою кількістю помилок та очікуваною. Варто відзначити до-
цільність окремого дослідження кожного типу помилок, оскільки про-
грамний проект може спеціалізуватися на різнопланових завданнях, що 
можуть викликати різну складність проекту відносно типів помилок. 

Результати дослідження на різних ітераційних проміжках для 
типу помилок Bloker. Помилки цього типу на проміжках тестових 
ітерацій виявлялися в незначних кількостях (1-2 на 100 ітерацій). 

Таблиця 2 

Ітерації   


 S


 S ПСО Помилки 
модель

Помилки 
ПСО

800 167.141 0.001725 0.166 0.179 155.11 154.441
900 165.905 0.001692 0.163 0.176 154.125 153.446

1000 162.914 0.001645 0.158 0.172 151.581 151.581
1100 159.694 0.00162 0.156 0.169 148.71 148.037
1200 156.419 0.001611 0.155 0.168 145.704 145.049 
1300 156.484 0.001589 0.153 0.166 145.874 145.2051 
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Результати дослідження на різних ітераційних проміжках для 
типу помилок Minor. Помилки цього типу зявлялися частіше ніж роз-
глянутого вище. 

Таблиця 3 

Іте- 
рації 

Ви-
явле-
но 

  


 S


 S ПСО
Помилки 
модель 

По-
милки 
ПСО 

800 413 600.035 0.001613 0.155 0.207 558.884 549.837
900 432 611.636 0.001584 0.152 0.206 570.241 560.625
1000 460 639.238 0.001538 0.148 0.205 596.906 586.09 
1100 465 631.897 0.00152 0.146 0.203 590.422 579.689
1200 468 621.389 0.001518 0.146 0.202 580.654 570.211
1300 479 624.8 0.0015 0.144 0.201 584.192 573.506

У таблицях показані результати, на кількох проміжних інтерва-
лах, що відображають зміну значень параметрів моделі та граничних 
значень процедури. 

Висновки. Побудовано процедуру стохастичної оптимізації для 
індексу величини програмного продукту, а саме для параметру s , 
який є критерієм достатності процесу тестування програмного забез-
печення з врахуванням стохастичності процесу тестування. Створена 
процедура дозволяє оцінити кількість залишкових помилок, що в 
свою чергу дає можливість передбачити матеріальні витрати на тес-
тування та його доцільність. 

Під час досліджень було виявлено, що модель аналізу процесу 
тестування може бути застосована в реальних умовах при відповідній 
строгості до документації процесу тестування та на кінцевих етапах 
розробки програмного коду, бета-тестуваннях. Найефективніше ви-
користання розробленої процедури при регресивному тестуванні з 
використанням автоматизованих тестів. 

Складність процесу розробки сучасного програмного забезпе-
чення підвищує складність процесу тестування, що в свою чергу пот-
ребує ефективних об’єктів для опису таких процесів. Отже викорис-
тання напівмарковського процесу в моделях тестування програмного 
продукту дає переваги в застосуванні таких моделей. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНОЇ  
СТІЙКОСТІ РОЗВ'ЯЗКІВ РІВНЯННЯ  

МАККІ-ГЛАССА З ІМПУЛЬСНОЮ ДІЄЮ 

Розглядається функціонально-диференціальне рівняння Мак-
кі-Гласса зі змінними коефіцієнтами, несталим запізненням та ім-
пульсним впливом в фіксовані моменти часу. На основі теорем 
типу Разуміхіна, отримано умови експоненціальної стійкості до-
датних розв’язків даного рівняння. 

Ключові слова: функціонально-диференціальне рівняння, 
імпульсна дія, експоненціальна стійкість.  

Постановка задачі. Розглянемо нелінійне функціонально-дифе-
ренціальне рівняння Маккі-Гласса з імпульсною дією  

 ( ) ( ( ))
( ) = ( ) ( ), ,

1 ( ( ))
kn

p t x g t
t t x t t tx

x g t



 


 (1) 

 ( ) (1 ) ( ), ,k k kx t b x t k N     (2) 

де > 0n , > 1kb  , ( ) 0p t  , ( ) > 0t , ( )g t  — кусково-неперервні фу-

нкції, ( ) <g t t , ( ) =lim
t

g t


 , sup( ( )) <lim
t

t g t


  , послідовність точок 

імпульсної дії задовольняє умови 1 > 0k kt t  , .k N  
Рівняння Маккі-Гласса було представлене як модель гематопое-

зу (відтворення клітин крові) у роботі [1]. Дослідження даного рів-
няння та деяких схожих моделей широко висвітлені в публікаціях [2–
4]. Рівняння Маккі-Гласса із запізненням описує модель генерації 
білих кров'яних тілець [5–6], а імпульсна дія характеризує короткоча-
сні зовнішні впливи на систему [7–8]. 

Основними питаннями, що досліджуються в вищезгаданих дже-
релах, є існування періодичних розв'язків, властивість перманентнос-
ті розв'язку, локальний та глобальний аналіз стійкості розв'язків. 

У цій статті за допомогою теорем типу Разуміхіна досліджується 
властивість експоненціальної стійкості розв’язків рівняння (1), (2). 

Під розв'язком рівняння (1) з початковим значенням  
 ( ) = ( )x t t , 0<t t , 0 0( ) = > 0x t x , (3) 

де 0: ( , )t R   , ( ) 0t   — кусково-неперервна, обмежена функ-

ція, розуміємо абсолютно неперервну на кожному інтервалі 1( , ]j jt t   
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функцію, яка задовольняє рівняння (1) майже скрізь, а також задово-
льняє умови імпульсів (2). 

Виходячи з біологічної інтерпретації даного рівняння, розгляда-
ємо розв'язки, які приймають невід'ємні значення.  

Допоміжні результати. Нехай R  — простір дійсних чисел, 
R  — простір невід'ємних дійсних чисел, nR  — n -вимірний простір 

з евклідовою нормою .  

Розглянемо функціонально-диференціальне рівняння з імпульс-
ною дією  

 ( ) = ( , ( ))t f t g tx


, 0t t , kt t , (4) 

( ) = ( , ( )),k k k kx t I t x t  = ,kt t  ,k N  

де ,nx R 0, : (( , ], ) ,n n
kf I R PC t R R     ( ,0) = 0,f t  ( ,0) = 0,k kI t  

( )g t  — кусково-неперервна функція, ( ) < ,g t t  ( ) = ,lim
t

g t


  

sup( ( )) < ,lim
t

t g t


   послідовність точок імпульсної дії задовольняє 

умови 0 10 < < < <kt t t   , 1 > 0.k kt t   

Позначимо через ([ , ], )PC a b S  простір означених на відрізку 

[ , ]a b  кусково-неперервних неперервних зліва функцій зі значеннями 
в S  та зі скінченною кількістю розривів. 

Тоді  

        [ , ], , : , | , | , ,a bPC b S b S a b PC a b S        . 

Означимо простір ( )PCB t  неперервних обмежених функцій. В 

якому для ( )PCB t   введемо норму 
0

0
= | ( ) |sup

s
s 


. Для кожного 

0   нехай  ( ) ( ) : .PCB PCB         

Функцію ( )x t  назвемо розв'язком рівняння (4) з початковою 
умовою  
 0( ) = ( ), < ,x t t t t  (5) 

де 0: ( , )t R    — кусково-неперервна, обмежена функція, якщо 

0( , , )x t t   задовольняє (4) та (5). 
Під розв'язком рівняння (4) розуміємо абсолютно неперервну на 

кожному інтервалі 1( , ]j jt t   функцію, яка задовольняє рівняння (4) 

майже скрізь, а також задовольняє умови імпульсів. 
Оскільки ( ,0) = 0, ( ,0) = 0, = 1, 2, ,k kf t I t k   то ( ) = 0x t  розв'я-

зок рівняння (4), (5), який назвемо тривіальним розв'язком. 
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Означення 1. Функція : nV R R R    належить класу 0v  якщо: 

( )i  V  — неперервна на кожній множині 1( ; ] n
k kt t R   функція і для 

кожного значення nx R , 1( ; ]k kt t t , k N  існує  

( , ) ( , ) ( , ) = ( , )lim t y t x kk
V t y V t x ; 

( )ii  ( , )V t x  — локально ліпшицева для всіх nx R , і для всіх 0t t  

виконується рівність ( ,0) = 0V t .  

Означення 2. Лівостороння похідна функції : nV R R R    

по відношенню до системи (4) визначається таким чином  

 
0

1
( , (0)) = sup ( , (0) ( , )) ( , (0))lim

h

D V t V t h hf t V t
h

   


   , 

для ( , ) (( ;0], )nt R PC R    .  

Означення 3. Тривіальний розв'язок системи (4), (5) експонен-
ціально стійкий, якщо для кожного > 0  існує = ( )    та стала 

> 0,  що для довільної початкової функції 0( )PCB t   виконуєть-

ся нерівність  
( )

0
0 0( , , ) , .

t t
x t t e t t


 

 
    

Розглянемо лінійне рівняння  
 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ), ,kx t c t x g t a t x t t t    (6) 

( ) (1 ) ( ), .k k k kx t b x t t t     

з початковою функцією та початковим значенням  
 0 0 0( ) ( ) 0, , ( ) 0.x t t t t x t x      (7) 

Введемо в розгляд також відповідні нерівності з імпульсною дією:  
 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ),y t c t y g t a t y t   (8) 

( ) = (1 ) ( ),k k ky t b y t   

та  
 1 0( ) = ,g t  (9) 

( ) = (1 ) ( ).k k kw t b w t   

Лема 1. (Див. [9]) Нехай ( ) 0, ( ) > 0, ( )a t c t g t  — кусково-непе-

рервні функції. Тоді розв'язок рівняння (6)–(7) додатний. Якщо ( )x t   

0( ) ( ), ,y t w t t t    тоді 0( ) ( ) ( ), ,y t x t w t t t    де ( )y t  і ( )w t  відпо-

відно розв'язки нерівностей (8), (9) .  
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Основні результати. 

Теорема 1. Припустимо, що існує функція 0V v  та такі сталі 

> 0p , 1 > 0c , 2 > 0c , > 0 , що виконуються наступні умови: 

( )i  1 2( , )
p p

c x V t x c x  ; 

( )ii ( , ( , )) (1 ) ( , (0)),k k k k kV t I t b V t     > 1;kb   

( )iii  ( , (0)) ( , (0)),D V t V t      для всіх kt t  на R , якщо  
( ( ))

( ) <

( , (0)) (1 ) ( ( ), ( (0)));
k

t g t
k

g t t t

V t b e V g t g  



   

( )iv ( ( )) ( ( ))

( ) <

(1 ) , 0 <
k

t g t t g t
k

g t t t

b e e      



   ,  

для всіх 0>t t . 
Тоді тривіальний розв'язок системи (4) експоненціально стійкий.  

Доведення. Нехай ( )x t  — розв'язок системи (4) і ( ) = ( , ( ))V t V t x t . 

Доведемо, що для довільного 1( , ]k kt t t  виконується нерівність  

 0

0

( )
2 0

<

( ) (1 )
k

p t t
k

t t t

V t c b e   



  . (10) 

Нехай  

0

( )
0

2 00

( )
0

2 10
<

( ) , ,
( ) =

( ) (1 ) , ( , ].
k

t tp

t tp
k k k

t t t

V t c e t t
Q t

V t c b e t t t









 

 




  


  



 

Покажемо, що ( ) 0Q t   для всіх 0t t . 

Очевидно, що ( ) 0Q t   для 0t t , оскільки згідно умови ( )i  ма-

ємо оцінку 2 0
( ) ( ) 0

p
Q t V t c    . 

Покажемо, що для всіх 0 1( , ]t t t  виконується ( ) 0Q t  . Нехай іс-

нує довільне число > 0 , що для 0 1( , ]t t t  виконується ( )Q t  . 

Припустимо, що це не так. Тоді існує таке  *
0 1= inf ( , ] : ( ) >t t t t Q t  , 

що *( ) =Q t  , *( )Q t   для *t t . 

Оскільки 
*( )* * 0

2 0
( ) = ( )

t tp
V t Q t c e




 
 , то  

*( ( ) )* * 0
2 0

( ( )) = ( ( ))
g t tp

V g t Q g t c e



 

   

* * *( ( ) )
0

2 0

t t g t tp
c e


 

   
    
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* * * * *( ) ( ( ) ) * ( ( ) )0
2 0

( ) = ( )
t tp g t t g t tc e e V t e

   
       . 

Тому згідно умови ( )iii  маємо * *( ) ( )D V t V t   , звідки випливає  

0
*( )* * *

2 0
( ) = ( ) ( )

p t tD Q t D V t c e V t          

0 0
* *( ) ( )*

2 20 0
= ( ) = < 0,

p pt t t tc e V t c e             
 

 

що протирічить визначенню точки *t , тобто маємо ( )Q t   для всіх 

0 1( , ]t t t . Нехай 0  , тоді ( ) 0Q t   для всіх 0 1( , ]t t t . 

Припустимо, що для всіх 0( , ]mt t t  виконується ( ) 0Q t  , і по-

кажемо, що ( ) 0Q t   для 0 1( , ]mt t t  . 

Згідно умови ( )ii  маємо, що 

  0

0

( )
2 0

<

( ) (1 ) m

mk

p t t
m m k

t t t

Q t V t c b e    



     

0

0

( )
2 0

(1 ) ( ) (1 ) m

k m

p t t
m m k

t t t

b V t c b e   

 

      

0

0

( )
2 0

<

(1 ) ( ) (1 ) =m

k m

p t t
m m k

t t t

b V t c b e   



 
    
 
 

  

= (1 ) ( ) 0.m mb Q t   

Нехай існує довільне число > 0  таке, що для 1( , ]m mt t t   ви-

конується ( )Q t  . Припустимо, що це не так. Тоді існує таке 

 *
1= inf ( , ] : ( ) >m mt t t t Q t  , що *( ) =Q t  , *( )Q t   для *t t . 

Оскільки 0

0

*( )* *
2 0

*<

( ) = ( ) (1 )

k

p t t
k

t t t

V t Q t c b e   



  , то  

0

0

*( ( ) )* *
2 0

*< ( )

( ( )) = ( ( )) (1 )

k

p g t t
k

t t g t

V g t Q g t c b e   



    

0

0

* * *( )1 ( ( ) )
2 0

* * *< ( ) <

(1 ) (1 )

k k

p t t g t t
k k

t t t g t t t

c b b e e      

 

       

0

0

* * *( ) 1 ( ( ) )
2 0

* * *< ( ) <

(1 ) (1 ) =

k k

p t t g t t
k k

t t t g t t t

c b e b e       

 

 
    
 
 

   

* ** 1 ( ( ) )

* *( ) <

= ( ) (1 ) .

k

g t t
k

g t t t

V t b e   



  
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В останній нерівності при перетвореннях використали умову 
( ),iv  з якої випливає, що  

* *1 ( ( ) )

* *( ) <

(1 ) > 1.

k

g t t
k

g t t t

b e   



  

Тому згідно умови ( )iii  маємо * *( ) ( )D V t V t   , звідки випливає  

0

0

*( )* *
2 0

*<

( ) = ( ) (1 )

k

p t t
k

t t t

D Q t D V t c b e     



    

0

0

*( )*
2 0

*<

( ) (1 ) =

k

p t t
k

t t t

V t c b e     



     

0

0

*( )*
2 0

*<

= ( ) (1 ) = < 0,

k

p t t
k

t t t

V t c b e    



 
    
 
 

  

що протирічить вибору точки *t , тобто маємо ( )Q t   для всіх 

1[ , ]m mt t t  . Нехай 0  , тоді ( ) 0Q t   для всіх 0 1( , ]mt t t  . 
Тому згідно методу математичної індукції маємо справедливість 

оцінки (10). 
Далі розіб'ємо інтервал 0[ ; )t   на інтервали запізнення наступ-

ним чином: існує значення 1  таке, що 0( ) >g t t  при 1> ,t   тому 

1 0( ) = ,g t  тобто маємо інтервал 0 1[ , ).t   Аналогічно будуємо інтер-

вал 1 2[ , ),   де 2 1( ) = ,g    і т.д. 

Виходячи з умов ( ) ( )i iii  та вищеописаного розбиття маємо та-
кі оцінки  

0

0

( )
1 2 0

<

( , ) (1 )
k

p p t t
k

t t t

c x V t x c b e   



    

звідки  

 0

0

11 1
1

( )2 2
0 0

1 1<

(1 ) = ( ) ,
k

pp pt t
pk

t t t

c c
x b e t

c c
  



    
           
  

де  
0

0

( )( ) (1 )
k

t t
k

t t t

t b e  

 

     

1 0 2 1

0 1 1 2

( ) ( )

< <

= (1 ) (1 ) ...
k k

t
k k

t t t

b e b e    

  

   

 

      

( )(1 ) m

m k

t
k

t t

b e  



 

 

    



Математичне та комп’ютерне моделювання 

126 

1 1 2 2

1 1 2 2

( ( )) ( ( ))

( ) ( )

(1 ) (1 ) ...
k k

g g
k k

g t g t

b e b e     

   

   

   

       

( )

<

(1 ) m

m k

t
k

t t

b e  



 



  1 0 02 1( ) ( ) ( )( ) ... = .mt t t te e e e                

Тому  

0

1
( )

2
00

1

, .
t tp

pc
x e t t

c




  

  
 

 

Нехай 0( ),PCB t   

1

1

2

= ,
pc

c
 

 
 
 

 тоді  

0( )

0, .
t t

px e t t




 

    

Теорему доведено.  

Теорема 2. Припустимо, що існують такі сталі > 0    та для 

всіх 0>t t  виконуються умови:  

 ( ( ))

( ) <

( )
(1 ) 1,

( )
k

t g t
k

g t t t

a t
b e

c t
  




   (11) 

 ( ( )) ( ( ))

( ) <

(1 ) < ,
k

t g t t g t
k

g t t t

b e e    



  (12) 

тоді тривіальний розв'язок рівняння (6) експоненціально стійкий.  

Доведення. Нехай ( , ) .V t x x  Перевіримо виконання умов тео-

реми 1. Умови ( ), ( )i ii  виконуються завдяки вибору функції ( , )V t x . 

Тоді згідно умови ( )iii  якщо  
( ( ))

( ) <

( ) (1 ) ( ( )),
k

t g t
k

g t t t

x t b e x g t 



   

то беручи до уваги (11) отримаємо наступне  

( ) = ( ) ( ( )) ( ) ( ) =D V t c t x g t a t x t 
 ( )

( ) ( ) ( )
( )

x g t
x t a t c t

x t

 
    
 

 

1 ( ( ))

( )

( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( ).
k

t g t
k

g t t t

x t a t c t b e x t V t   

 

 
        
 
 

  

Тобто маємо виконання всіх умов теореми 1. 
Теорему доведено. 

Умови експоненціальної стійкості розв'язків рівняння Мак-
кі-Гласса. 
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Теорема 3. (Див. [9]) Будь-який розв'язок рівняння (1)–(3) додат-
ний для всіх .t   

Теорема 4. Нехай для всіх 0>t t  виконуються умови:  

 ( ( ))

( ) <

( )
(1 ) 1,

( )
k

t g t
k

g t t t

t
b e

p t
   




   (13) 

 ( ( )) ( ( ))

( ) <

(1 ) < ,
k

t g t t g t
k

g t t t

b e e    



  (14) 

де > 0.    
Тоді тривіальний розв'язок рівняння (1) експоненціально стійкий.  

Доведення. Оскільки розв'язок ( )x t  додатний, тоді  

( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ), 0,t p t x g t t x t tx 


    

( 0) = (1 ) ( ).k k kx t b x t   
Далі використовуючи лему 1 та теорему 2 доводимо дану теорему.  
Теорему доведено. 

Висновки. Розглянуто функціонально-диференціальне рівняння 
Маккі-Гласса зі змінними коефіцієнтами, несталим запізненням та ім-
пульсним впливом у фіксовані моменти часу. На основі теорем типу 
Разуміхіна та теорем порівняння, отримано нові умови експоненціаль-
ної стійкості додатних розв’язків даного рівняння. 
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The Mackey-Glass equation is considered, with variable coefficients, 
nonconstant delay and impulsive action at fixed times. Based on the Ra-
zumikhin type theorems the conditions of exponential stability are pre-
sented for positive solutions for this equation.  
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ФУНДАМЕНТАЛЬНИЙ РОЗВ'ЯЗОК ЗАДАЧІ КОШІ ДЛЯ 
ОДНОГО КЛАСУ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ІЗ 
КОЕФІЦІЄНТАМИ ОБМЕЖЕНОЇ ГЛАДКОСТІ 

Побудовано фундаментальний розв’язок задачі Коші та 
досліджено його властивості для одного класу параболічних 
рівнянь типу Шилова із змінними коефіцієнтами обмеженої 
гладкості та невід’ємним родом. 

Ключові слова: задача Коші, фундаментальний розв’язок, 
параболічність за Шиловим. 

Вступ. Параболічні за Г. Є. Шиловим рівняння з частинними 
похідними, на відміну від параболічних за І. Г. Петровським рівнянь, 
взагалі кажучи, не є стійкими в сенсі параболічності до зміни своїх 
коефіцієнтів, навіть тих, що знаходяться при нульовій похідній [1]. 

У [2] Я. І. Житомирський означує досить широкий клас парабо-
лічних систем типу Шилова із залежними від просторової змінної 
молодшими коефіцієнтами, який охоплює параболічні за Шиловим 
системи. Для таких систем методом послідовних наближень, без ви-
користання фундаментального розв’язку, встановлено коректну 
розв’язність задачі Коші в класі достатньо гладких обмежених почат-
кових функцій. Подальше дослідження задачі Коші для систем з цьо-
го класу потребує побудови фундаментального розв’язку задачі Коші 
(ФРЗК) та всебічного її вивчення. 

Розвиваючи класичні методи теорії параболічних рівнянь зі змін-
ними коефіцієнтами, у [3] здійснено повний аналітичний опис ФРЗК 

© В. А. Літовченко, Г. М. Унгурян, 2014
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для параболічних рівнянь типу Шилова з невід’ємним родом й обме-
женими нескінченно диференційовними за просторовою змінною 
коефіцієнтами та досліджено його основні властивості. 

У цій статті, результати, одержані в [3] поширюються на випа-
док параболічних рівнянь типу Шилова з невід’ємним родом, коефі-
цієнти яких стосовно просторової змінної мають обмежений ступінь 
гладкості. 

1. Постановка задачі. Нехай   — множина натуральних чи-

сел,  1,: , ,m m   ;m  T  — фіксоване додатне число; n  — 

дійсний евклідів простір розмірності 1n   з нормою ;  n
  — мно-

жина всіх n -вимірних мультиіндексів; i  — уявна одиниця; 

1* ...: ,nz zz     якщо 

 1,... ,: n
nz zz      1: ; | , , ,M

nП t x t M x M      

    2 : , ; , | 0 ,  , .n
ТП t x t T x          

Розглянемо диференціальне рівняння 

      *

*

; ; ; ,
k k

t k x
k p

u t x a t x i u t x


     0;
; ,

Т
t x П  (1) 

порядку p  права частина якого допускає зображення 

          *

*

0 1;   ; ; , ; ; ,
k k

k x x x
k p

a t x i u t x P t i P t x i u t x


      

де     *

*

0 0, ,; :
k k

k x
k p

x a ti iP t


       *

1*

1 1,; ,, :
k k

k x
k p

xx a t iP t i


    при-

чому відповідне рівняння 
      0; , ; ,t xu t x P t i u t x     0;

; ,
Т

t x П  (2) 

є параболічним за Шиловим з показником параболічності ,h  0 ,h p   

зведеним порядком 0p  й невід’ємним родом ,  0 1   [4]. 
Для рівняння (1) припускатимемо таке виконання наступних умов: 

A)  1 00 1 / ;p h n h p     

B) коефіцієнти є неперервними стосовно змінної ,t  диференційов-

ними до порядку *  включно стосовно просторової змінної x  
обмеженими в шарі  0,TП  функціями. 

Позначимо ФРЗК для рівняння (2) через  , ; ,G t     , .t T  

Властивості цього розв’язку детально досліджено в [5], де, зокрема, 
встановлено, що  
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  

     

1

1

*

0/

0 0; 0 0 ; :

, , 0.; , :

n n

x
n k

tk
hx

T T k c t T x

G t x c t e p






 

 



 





 
     

             

    



  (3)  

Означення. ФРЗК для рівняння (1) назвемо функцію 

 , ; , ,Z t x    визначену для всіх    ;; Tt x П   і залежну від парамет-

ричної точки  
 0;

;
T

П    таку, що: 

1) Z  як функція  ;t x  задовольняє рівняння (1) в шарі  ; ;TП   

2) виконується граничне співвідношення 

   0
, ; ,

t
Z t x x 

 
    

у розумінні слабкої збіжності в просторі розподілів Л. Шварца (тут 

    — дельта-функція Дірака). 

Задача полягає у побудові та дослідженні властивостей функції 

 , ; , .Z t x    

2. Побудова та дослідження властивостей фундаментального 
розв’язку. Шукатимемо ФРЗК для рівняння  1 у вигляді 

       

      2

, ; , , , , ; ,

, ; , , , ; ,

, ;

, ;

n

t

Т

Z t x G d G t y Ф y dyt x x

t x WG t x t x П



       

    









 

 

 
  (4) 

де G  — ФРЗК для рівняння (2), а Ф  — деяка функція, вибір якої 
здійснюється так, щоб функція Z  була розв’язком рівняння (1) сто-
совно змінних t  і .x  Для знаходження Ф  класичним способом оде-
ржуємо інтегральне рівняння 

        , ; , , ; , , ; , , ; , ,
n

t

Ф t x K t x d K t x y Ф y dy


           


 (5) 

в якому 

     1, ; , : , ; , ; .xP t xK t i xx G t      

Розв’язуючи це рівняння методом послідовних наближень, діс-
танемо такий формальний розв’язок: 

    
1

, ; , , ; , ,l
l

Ф t x K t x   



     2, ; , ,Тt x П    (6) 

де 1 : ,K K  а 
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     1 1, ; , , ; , , ; ,: ,
n

t

l lK t x d K t x y K y dy


        


 1.l   

Для встановлення збіжності ряду (6) та обґрунтування коректно-
сті здійснених раніше перетворень, дослідимо властивості повторних 
ядер .lK  

Врахувавши обмеженість коефіцієнтів рівняння (1) та умову А) і 
розмірковуючи так, як при оцінюванні відповідних повторних ядер 

lK  у [3], одержимо існування такого номера *l  та додатніх сталих 

*,c  *  і ,E що для всіх   2, ; , Tt x П    виконуються оцінки: 

        

1

1

*

0 1
*, ; , ,

x

tl n
lK t x c t e








   

 
 
       

* 1;ll   (7) 

        

1

1

*

0

*

1

* 0 0
0

, ; , ;1 ,

x
ll t

l l
j

K t x c E t e B j








    

 
    




    (8) 

1
0 : 1 ,

n p
n

n
 


    0,l   

а  ;B    — бета-функція Ейлера. 

Властивості бета-функцій та оцінки (7) і (8) обґрунтовують пра-
вильність наступного твердження. 

Лема 1. Функціональний ряд (6) є абсолютно та рівномірно збіж-

ним рядом на множині 2
TП  для суми якого справджується нерівність 

       

1

1

*

0 1
0, ; , 1 ,

x

tn
Ф t x c e








   

 
 
       

(тут константа 0c  залежить лише від T  ). 

Наслідок 1. Функція ,Ф  яка визначається рівністю (6), є зви-
чайним розв’язком інтегрального рівняння (5). 

Твердження цього наслідку випливає із структури рівняння (5) 
та зображення (6) функції ,Ф якщо врахувати рівність 

   

   

1

1
1

, ; , , ; ,

, ; , , ; , .

n

n

t

l
l

t

l
l

d K t x y K y dy

d K t x y K y dy





    

    









 
  

 



 

 




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Правильність цієї рівності випливає з одержаних оцінок повторних 
ядер, леми 1 та відповідної теореми про почленне інтегрування функ-
ціональних рядів. 

Твердження леми 1 разом із оцінкою (3) забезпечують для всіх 

 , nx     і 0 t T    абсолютну збіжність інтеграла, яким ви-

значається потенціал W  з рівності (4). Таким чином, функція 

 , ; ,Z t x    коректно визначена формулою (4) на всій множині 2.ТП  

Щоб дослідити властивості гладкості функції ,Z  оцінимо похід-
ні повторних ядер .lK  

Оскільки, 

      1 1, ; , , ; , ; ,xK t x P t x i G t x       

то врахувавши умову В) та оцінку (3), одержимо, що для всіх 

 , ,nq r   **
,q   виконується оцінка 

     

1

1

1 *

1 ,, ; , ,

x
n p r q

tq r
hx q rK t x c t e









   

 
              2, ; , ,Тt x П    

при 1l  оцінювання  , ; ,q r
x lK t x     зводиться до оцінок виразів 

 1 , ; , ,r q
x K t x        1 , ; , ,q

x K t x x z    

 1 , ; , ,r q
x lK t x z       1 , ; , .r

lK t       

Урахувавши умову В) і оцінку (3), для всіх  , ,nq r   **
,q   

 , , ,nx       ;t T  і  0;T   маємо: 

      

1

1

1 *

1 ,, ; , ;

x
n p r q

tr q
hx r qK t x c t e





 



    

  
             (9) 

      

1

1

1

1 , ; , .
n p

tq
hx qK t x x c t e








  

 
           (10) 

Оцінюючи вираз  , ; , ,r
lK t       прийдемо до нерівностей  

 

 

      
  

 

1

1

1
0

1 11
1

, 0 0
1

, ; ,

; ,

r
l

ll n p
tl

hl r
j

K t

c B j t e








 



   

   

 
         



  

 
  
 
 


 (11) 



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 10 

133 

які виконуються для всіх  , ,n     **
,r    ; ,t T   0; ,T   

 0;1   і  \ 1 ,l  а відтак і до існування такого номера *,l  при якому 

     
  

 

1

1

**

* *

1 11

, 0 0
1

, ; , ; ,
ll

tr
l l r

j

K t c B j e






 


       

 
      



 
   
 
 
  

(тут величини  , 0l rc    не залежать від змінних ,t  ,    і ,  які 

змінюються вищезазначеним способом). 
Оскільки 

   , ; , t, ; , ,r q r q
x l x lK t x K x    

    
 

       

   , ; , t, y; , ,r q r q
x l y l

y x z
K t x z K    

 
       

то вирази  , ; , ,r q
x lK t x        , ; , ,r q

x lK t x z       , ; ,r q
x lK t x     

є однотипними. Тому враховуючи оцінки (9)–(11), матимемо: 

 

   

  
   

*
0

1

1

1,
,

1 1 1

0 0
1

, ; ,

; ,

r q
l nr qr q

hx l l

x
l l

t

j

K t x c t

e B j





 
 


 



  

 



 
    
 

 
      



    

 
 
 
 


  12  

для всіх  , ,nr q    **
,r   **

,q    , ,nx     0 ,t T    

 0;1   і  \ 1 .l  

Перейдемо тепер до знаходження оцінок виразу  , ; , ,r q
x lK t x     

придатних для встановлення диференційовності функції Ф  за просторо-
вими змінними. З попередньої нерівності приходимо до існування такого 

номера *,l  при якому  

 
      

1

1
* *

* *

1 1 1
,

0 0,
1

, ; , ; ,

x
l l

tr qr q
x l l

j

K t x c e B j






 


    

 
      



 
   
 
 
  

**
,r  **

,q     2, ; , .Тt x П    

Тоді з (11) і (12), розмірковуючи як при одержанні оцінки (8), пе-
реконуємося в існуванні додатних сталих E  і K  таких, що для всіх 

 , ,nr q    **
,r   **

q   ,l l   , , nx      та 0 t T    
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 

     

1

1

** *
0

1

* 0 0
1

, ; ,

;1 ,

r q
x l

lx
r q r q l

t lh h

j

K t x

c e EK t B j










 

 

  

        



  

   
     

     


 (13) 

        

1

1

*

0

1

* 0 0
1

, ; , ;1 ,

x
lltr

l
j

K t c e E t B j








 
       

 
    



 
     
 
 
  (14) 

де  *
*: max , .l l l   

Одержані оцінки (11)–(14) дозволяють встановити рівномірну 
збіжність стосовно просторових змінних функціональних рядів 

 
1

, ; , ,r q
x l

l

K t x  



    

1

, ; , ,r
l

l

K t x   



   

при **
,r   **

,q    , nx     і 0 t T    та одержати оцінки 

їхніх сум і, у такий спосіб, обґрунтувати правильність наступного 
допоміжного твердження. 

Лема 2. Функція  , ; ,Ф t x    на множині 2
TП  за кожною із прос-

торових змінних x  і   має частинні похідні до порядку * включно, 
причому правильними є такі оцінки: 

      

1

1

**
0 1

1, ; , ,

x
r q

tnr q
hxФ t x c t e








 
   

 
          

      (15) 

        

1

1

*

0 1
2, ; , ,

x

tnrФ t x c t e








 
    

 
 
         (16) 

(тут **
,r   **

,q    , ,nx     0 ,t T    а оціночні сталі 

1,c 2c  і *  не залежать від ,t  ,  x  і .  

Теорема 1. Функція  , ; ,Z t x    на множині 2
TП  за кожною із 

змінних x  і   є диференційовною до порядку *  включно, причому 

0    , nr q     **
,r   **

,q   0c     2, ; , :Tt x П    

      

1

1

*

, ; , .

x
n r q

tr q
hx Z t x c t e









   

 
           (17) 
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Доведення. Питання про диференційовність функції Z за прос-
торовими змінними зводиться до питання про можливість диферен-
ціювати за цими змінними під знаком інтеграла в об’ємному потенці-
алі .W  Тому досить встановити рівномірну стосовно змінних x і ,  

 , ,nx    збіжність інтеграла 

      * : , ; , ; ,, ; , ,
n

t
r q

xd G t x y yI dt Ф yx 


         


  

0 ,t T    **
,r   **

.q   

Урахувавши оцінки (5), (15) і (16), дістанемо  

      

1

1

*
0

2

* 3, ; , ,

x
n r q

t
hI t x c t e






  

 
           2, ; , ,Tt x П    (18) 

де **
,r   **

,q   константа 3 0c   не залежить від ,t  ,  x  і .  

Звідси одержуємо рівномірну стосовно змінних x  і   збіжність 

інтеграла *,I  а відтак, і диференційовність за цими змінними функції 

 , ; ,Z t x    до зазначеного порядку *  на площині 2 .TП  

Оцінка (17) безпосередньо випливає з нерівностей (3) і (18). 
Теорему доведено. 

Наслідок 2. Якщо * ,p   то для всіх t  і ,  0 ,t T    а та-

кож  , nx     виконується рівність 

           0 1 0 1; , ; , ; , ; , ;
n

t

x x x xP t i P t x i W t x d P t i P t x i


          


   , ; , ; , .G t x y Ф y dy      

Перейдемо до дослідження властивостей гладкості функції 
 , ; ,Z t x    стосовно змінних t і .  

Лема 3. Об’ємний потенціал W  є диференційованою функцією 

за змінною t  на  ;T  такою, що для   2, ; , Tt x П    

       , ; , , ; , , ; , ; , .
n

t

t tW t x Ф t x d G t x y Ф y dy


             


 

Доведення. Згідно з означенням похідної  

       
0

1
, ; , lim , ; , , ; , ,

t t

tW t x V t x d V t x d 
 

       




       
   

   
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де 
      : , ; , ;; ,, , ,

n

G t x y yV t x Ф dy      


  

тому доведення диференційовності  , ; ,W t x    за змінною t зво-

диться до встановлення існування границі з правої частини цієї рів-
ності. Ця границя існуватиме, якщо існуватимуть рівні між собою 
відповідні односторонні границі 

     
0

1
lim , ; , , ; , .:

t t

I V t x d V t x d 
 

     





     
  




   

Безпосередньо з оцінки 

 

   

       

 

1

1

0

0 1

, ; , ; ,

,

0 , , ,

n

t

x
n p

tn n
h

n

G t x y Ф y dy

c t t e

t T x y








  

   

   

 

 
       

  

   

    






 (19) 

яка одержується з нерівності (3), твердження леми 1 й того, що функ-
ція G  є розв’язком рівняння (2), дістаємо диференційовність функції 
  , ; ,V t x    за змінною t  у кожній точці проміжку  ; ,T ,   та 

виконання такої рівності: 

        , ; , , ; , ; , ,
n

t tV t x G t x y Ф y dy         


 (20) 

при 0 ,t T       , .nx y    

Далі, скориставшись тим, що 

       0

1
, ; , , ; , , ; , ,

t

tV t x d V t x Ф t x 


      


  
     

   

         1
, ; , , ; , , ; , ,

t t

tV t x V t x d V t x d  
 

             
     0;1 ,   

а також, очевидним зображенням 

     

         

1 1
, ; , , ; ,

, ; , , ; , , ; , ,

t t

t t

t

V t x d V t x d

V t x d V t x V t x d

 
 

  


     

       





       
   

         
  

 

 
  

одержуємо, що 
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    
0

, ; , lim , , , ,
t

tI Ф t x V t x d


     


       0;1 .   

Урахувавши тепер рівність (20), приходимо до висновку, що для 
доведення вихідної леми досить обґрунтувати правильність рівності 

       
0 0

lim , ; , lim , ; , .
t t

t tV t x d V t x d 
 

     
 

         (21) 

Оцінимо підінтегральний вираз із лівої частини цієї рівності. 
Скориставшись ще раз рівністю (20), а також тим, що G  — розв’язок 
рівняння (2), оцінками (19), (3) і (15), виділяючи скрізь залежність від 

,  одержимо 

     02 1
, ; , ,

t p
n

htV t x d c t
 




   
    
       

0 ,t T     0 / 2,t       , ,nx     

де додатна стала c  не залежить від .  Ця оцінка характеризує рівно-
мірну збіжність інтеграла з лівої частини рівності (21) та забезпечує 
виконання цієї рівності. 

Лема доведена. 

Теорема 2. Для функції Z виконується граничне співвідношення 
   0

, ; ,
t

Z t x x 
 

    

у розумінні слабкої збіжності в просторі / .S  
Доведення. Зваживши на те, що функція G  є ФРЗК для рівнян-

ня (2), приходимо до висновку, що доведення потребує лише гранич-
не співвідношення 

     0
, ; , , 0,

t
W t x  

 
   0 ,t T   ,nx .S    (22) 

Безпосередньо із структури потенціала W переконуємося, що 
співвідношення (22) виконується, якщо існуватиме така додатна ста-
ла 0 ,c що для всіх  ; ,t  0 t T   і ny  

     0, ; , ,
n

Ф y d c      


 (23) 

(тут риска зверху, означає комплексну спряженість). 
Таким чином, доведення теореми 2 звелося до встановлення оці-

нки (23). 
Використовуючи структуру (6) функції Ф  та нерівність 

     : , ; ,, , ,
n

l l lJ K y dy c      


 ,S   
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 , ,t   0 ,t T    ,ny  

яка встановлюється шляхом поєднання одержаних раніше оцінок по-
вторних ядер lK  із властивостями елементів простору S  швидко 

спадних гладких на n  функції, зважаючи при цьому на існування 
такого номера *,l  що 

   

1

1

0

*

*
1

, ; , ,

x

t
l

l l

K t x c e








 

 
    

 
   , ,nx     0 ,t T    

(див. обґрунтування правильності твердження леми 1), знаходимо, 
що для всіх S   

   

     

   

*

*

*

1

* 0

1

1

, ; ,

, ,

, , t , 0 , ,

, ; ,

n

n

n

l

ll
l

l
n

l
l

l l

Ф y d

J y d

c c

K

d c t T y

y

     

    

     

  






 



  

         





 











 

де константа 0c не залежить від ,  ,  t  і .y  
Отже, оцінка (23) виконується. 
Теорему доведено. 

Теорема 3. Нехай виконуються умови А) і В), тоді при * p   
функція ,Z  що визначається рівністю (4), є ФРЗК для рівняння (1). 

Доведення. Зважаючи на рівності (5) та  
     0, ; , , ; ,t xG t x P t i G t x     

лему 3 і наслідок 2, для всіх  
 ;

; ,
Т

t x П


  0, ,T  ,n  одержуємо 

 
       

      

      
      
      

0

0 1

0 1

0 1

, ; ,

, ; , ; , ; , ;

, ; , , ; , ; ,

; , ; , ;

; , ; , ; ,

; , ; , ; , .

n

t

t t x

t

t

x x

x x

x x

Z t x

G t x W t x P t i G t x

Ф t x d G t x y Ф y dy

P t i P t x i G t x

P t i P t x i W t x

P t i P t x i Z t x



 

     

      

 

 

 

 

        

    

     

    

   

 
  
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Таким чином, функція  , ; , ,Z t x    як функція змінних  ;t x на 

 ;Т
П   є звичайним розв’язком рівняння (1) у кожній фіксованій точці 

   0,; .TП    

Якщо врахувати при цьому твердження теореми 2, то прийдемо 
до висновку, що для функції Z  виконуються всі умови з означення 
ФРЗК для рівняння (1).  

Теорему доведено. 

Висновок. Для параболічних типу Шилова рівнянь (1) зі змін-
ними молодшими коефіцієнтами існує ФРЗК за умови, що гладкість 
цих коефіцієнтів є не нижчою ніж порядок p  рівняння (1). 

Однак, слід зазначити, що розглянутий тут клас рівнянь (1) охо-
плює параболічні за Петровським рівняння зі сталими або залежними 
лише від часу коефіцієнтами групи старших членів. А, як відомо, 
(див., наприклад, [7]) ФРЗК для таких рівнянь існує за мінімальніших 
умов на гладкість молодших коефіцієнтів. 
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ПРО ПРОБЛЕМУ СТІЙКОСТІ СТОХАСТИЧНИХ 
ДИФЕРЕЦІАЛЬНО-ФУНКЦІОНАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  
З ІМПУЛЬСНИМИ МАРКОВСЬКИМИ ЗБУРЕННЯМИ  

ТА СКІНЧЕННИМ ЗАПІЗНЕННЯМ 

Розглянуто проблему стійкості стохастичних диференціа-
льно-функціональних рівнянь з імпульсними марковськими 
збуреннями та скінченним запізненням при наявності випад-
кового процесу і запізнення одночасно.  

Ключові слова: диференціально-функціональні рівняння, 
системи випадкової структури, імпульсні марковські збурен-
ня, скінченне запізнення. 

Вступ. Проблеми стійкості і стабілізації математичних моделей 
імпульсних динамічних систем випадкової структури із скінченною 
післядією при наявності зовнішніх та внутрішніх марковских параме-
трів розглянуті в роботах [1–4]. 

У цій статті розглянута проблема побудови системи, яка опису-
ється стохастичними дифереціально-функціональними рівняннями з 
імпульсними марковскими збуреннями (зовнішніми і внутрішніми), 
будучи системою випадкової структури із скінченним запізненням 
(СВСЗ), при наявності перехідного процесу і запізнення одночасно. 
СВСЗ повинна володіти властивістю асимптотичної стійкості за ймо-
вірністю і забезпечувати наперед задану оптимальність перехідного 
процесу. Побудова подібної динамічної системи вирішується за ра-
хунок вибору керування, що працює за законом зворотного зв’язку. 

1. Постановка задачі про оптимальну стабілізацію. Нехай за-

даний імовірнісний базис   , , , 0 ,tF F t P   [6], [7]. Маємо: фелле-

рівський марковський процес { ( ), 0}t t   зі значеннями в метрично-

му просторі Y  із перехідною ймовірністю ( , , , )P s y t  ; феллерівський 

ланцюг Маркова  , 0k k   зі значеннями в метричному просторі H  

з перехідною ймовірністю на k -ому кроці ( , )kP h G  [8]. 

Нехай випадковий процес ( ) mx t R  динамічної системи зі скін-

ченним запізненням описується диференціально-функціональним 
рівнянням (ДФР) [5], [9–10], [3–4],  

© В. І. Мусурівський, 2014
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 ( ) ( , ( ), ( ), , ) ( , ( ), ( ), , ) ( )t tdx t a t t x t x u dt b t t x t x u dw t    (1) 

з імпульсними зовнішніми марковськими збуреннями 

  ( ) , ( ), , ,
k kt t k k t kx t g t t x       (2) 

де { , }k nt S t n N    , причому lim n
n

t


  , і з початковою умовою 

 
0 0tx z D  , 0( )t y Y   , 

0k h H   . (3) 

Асимптотика розв’язку ( ) mx x t R   СВСЗ розглядається відносно 

нульового розв’язку ( ) 0;x t   0 0t t   , { ( )}tx x t   , 0    , 

0  ,  [ ,0], mD D R   — простір Скорохода неперервних справа 

функцій, що мають лівосторонні границі [2]. ( )w t  — вінерівський про-

цес. Величина ( , , , ) r
tu u t y x h R  — r-мірне керування [3]. 

Випадкова внутрішня зміна структури динамічної системи може 
викликатися: 

 скалярним чисто розривним марковським процесом 1( )t R , що 

допускає розклад: 
 { ( ) ( , ) ( ) } ( , , ) ( )P t t t p t t t                      , (4) 

 { ( ) , ( ) } 1 ( , ) ( )P t t t t p t t t                  , (5) 

де 1 2, [ , ]    Y , ( )t   — нескінченно мала величина відносно 

t , а ( , , )p t    і ( , )p t   — задані функції [8]; 

 простим марковським (неперервним) ланцюгом ( )t  із скінчен-

ним числом станів 1 2{ , ,..., }kY y y y  і відомих параметрів 

{ }ijq : i ij
j i

q q


  , при цьому 

  ( ) ( ) ( ) ( )j i j ijP t t y t y y q t t t           , , 1,i j k . (6) 

Оскільки для системи (1)–(3) досліджується тривіальний роз-
в’язок ( ) 0x t  , то права частина цієї системи задовольняє умовам 

 
0

( , ,0, , ) 0; ( , ,0, , ) 0, ( , ,0, ) 0,

0, , .

a t y z u b t y z u g t y h

t t y h

  

      Y H
 (7) 

Припустимо, що вимірні за сукупністю змінних функціонали  

a : m r mR Y R D R R      , b : m r mR Y R D R R      , 

g : m m
    R Y R H R ,  
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задовольняють умову Ліпшіца для 1 2, mx x R , 1 2,z z D   рівномі-

рно за всіма іншими аргументами для 0 0t t   , y Y , h H , 
ru R : 

       
     

1 1 2 2 1 1 1 2

1 2 1 2 1 2

, , , , , , , , , , , , , , , ,

, , , , , , ,

a t y x z u a t y x z u b t y x z u b t y x z u

g t y x h g t y x h x x z z

   

      
 (81) 

і умову рівномірної обмеженості 

 
0, ,
sup ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , )t t

t y Y
h H

a t y x x u b t y x x u g t y x h 
 


     , 0  . (82) 

Передбачається виконання умови про неперервність ( , , , )u t y z h  

за ,t z  для кожного фіксованого ( )t y  Y  і k h  H  в області 

 0t  , z D , yY , hH . (9) 

Означення 1. Випадковий процес ( , ) mx x t  R  назвемо силь-

ним розв’язком задачі Коші (1), (3) з імпульсними збуреннями (2), якщо: 

1) ( ) mx t R  погоджений з потоком  -алгебр  0, 0tF t t  , t F F ; 

2) для всіх 1[ , )k ks t t  , 1( , )kt s t  , 0kt t  задовольняє інтегрально-

му рівнянню 

 

 

 

( ) ( ) , ( ), ( ), , ( )

, ( ), ( ), , ( ) ( );

t

s

t

s

x t x s a x x u d

b x x u dw





     

     

    






 (10) 

3) при цьому  

  ( ) ( ) , ( ), ,
k

k t kk k k
x t x t g t t x   , 0 0kt t   . (11) 

Вищевизначені умови на відображення a  і g  гарантують існуван-

ня сильного розв’язку задачі (1)–(3) згідно означення 1 із точністю до 

стохастичної еквівалентності при 0 0t  , mxR , ruR  і заданих 

реалізаціях марковських ланцюгів   0{ , }t t t  Y  і 0{ , }k k k   H  

[1], [10]. Оскільки ( ) mx t R  однозначно визначається за допомогою 

початкових даних (3), тому його зручно позначати 0( , , , , )x t t y z h . 

Отже, ДФР (1), марковський процес { ( )t , k }, і початкові умо-

ви (3) визначають при будь-якому керуванні [8] ( , ( ), , )t ku u t t x   
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( 2)n  -мірний марковский процес ( , ( ), )t kx t   на прямому добутку 

просторів D Y H  . При цьому ( ) mx t R  характеризує стан систе-

ми в момент часу t , а ( )t  і k  структуру, у якій перебуває система 
в цей же момент часу t S . Будемо припускати, що майже всі реалі-
зації марковських процесів ( )t  і 0,k k k  , є постійними, а переми-

кання відбуваються у випадкові моменти часу * *( )t t  . Далі припу-

стимо, що на кожному випадковому інтервалі часу * *t h t t    рух 
відбувається внаслідок (1) при фіксованому значенні параметра 

( ) st y  , *s t h  . При цьому в момент *t  перемикання системи (1) 
для нового стану системи (структури) варто задати початкові умови. 
Як правило, початкові умови вибираються з вимог неперервного про-
довження траєкторії ( ) mx t R , як розв’язку ДФР (1)–(3).  

Для врахування розглянутих ситуацій будемо вважати, що для 
випадкового моменту часу *t  перемикання системи (1) (за рахунок 

переходу ( )t  зі стану *( 0) it y   ) у стан *( ) jt y  , i j ) заданий 

умовний закон розподілу початкового стану *( )x t  для структури, що 
змінилася, системи [5]: 

 * * *{ ( ) ( , ) ( 0) } ( , ) ( )ijP x t z z dz x t x p t z x dz dz      . (12) 

Природно припустити, що майже всі реалізації процесу { ( ), ( )x t t } 
неперервні справа.  

2. Основні позначення і означення стійкості. Позначимо 
(( , ), )k y h GP  перехідну ймовірність ланцюга Маркова { ( ), }k kt   

на k -ому кроці. Відповідно до прийнятих в теорії марковских проце-
сів позначень імовірнісних подій [8], пов’язаних із цим ланцюгом, 
позначимо індексами ці ймовірності так, щоб виконувалися рівності  

    , ( ) , ( , ),kt
k k ky hP t G P y h G     , (13) 

при всіх 0kt t , yY , hH  і борелевских  Y , G  H . 
Тепер уведемо функцію  

 
 

1 1 1,

( , , ),

( ( , , , , ) ; ( ) ; ),k

k

t
k k k ky h

P y h x G C

P x t t y x h C x t G  

   

   
 (14) 

для 0{ }kt S t   , {0}k  N , ( ) mx t R , yY , hH , і mC  R , 
 Y , G  H . 

Означення 2. Дискретний оператор Ляпунова ( , , )kL y x h  на пос-

лідовності вимірних скалярних функцій 1( , , ) :k y x h Y D H R    , 
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{0}k  N  для ДФУ (1) з імпульсними збуреннями (2) визначається 

співвідношенням  

1 1 1( , , ) ( , , )( ) ( , , ) ( , , )k k k k
Y D H

L y x h P y x h dz dz dl z z l y x h  
 

    . (15) 

Означення 3. Якщо kt k  при k N  і деякому 0  , ві-

дображення ,a b  і g  не залежать від t , марковский процес ( )t  і 

ланцюг k  однорідні, то систему (1)–(2) назвемо автономною. 

У випадку автономної системи (1), (2) індекс k  функції 
(( , , ), )y h x G C kP  можна опустити і дискретний оператор Ляпу-

нова варто визначити рівністю  

 1 1( , , ) (( , , ) ) ( , , ) ( , , )
Y D H

L y x h P y x h dz dz dl z z l y x h  
 

    . (16) 

При розвитку другого методу Ляпунова для ДФУ (1) з імпульс-
ним впливом (2) використовуються спеціальні послідовності вище-
згаданих функцій ( , , )k y x h , k N . 

Означення 4. Функціоналом Ляпунова-Красовского системи 
випадкової структури (1)–(2) назвемо послідовність невід’ємних фу-
нкціоналів { ( , , ), 0}k y x h k  , якщо:  

1) при всіх 0k  , y Y , h H , x D  визначений вираз (16); 

2) 
,
,

( ) inf ( , , )k
k N y Y
h H x r

r y x h 
 
 

   ; при r   (17) 

3) 
,
,

( ) sup ( , , ) 0k
k N y Y
h H x r

r y x h 
 
 

  ; при 0r   (18) 

причому ( )r  і ( )r  неперервні і монотонні.  

Означення 5. Розв’язок ( )x t  системи випадкової структури (1)–

(3) назвемо при y Y , hH , ruR  і 0 0t  : 

 стійким за ймовірністю, якщо для 1 20, 0     можна вказати 

таке 0  , що з 0z   випливає нерівність  

 
0

0 1 2{sup ( , , , , ) }t
t t

P x t y z h u  


  ; (19) 

 асимптотично стійким за ймовірністю, якщо виконано (19), і мож-
на вказати такі 1 0   і 2 0  , що для майже всіх реалізацій, що 

задовольняють нерівності 
0

0 1sup ( , , , , )t
t t

P x t y z h u 


  і 0 2z  , має 

місце співвідношення  
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 0lim ( , , , , ) 0t
t

P x t y z h u


 ; (20) 

 асимптотично стохастично стійким, якщо він стійкий за ймовірні-
стю, і для 0   1 0   такий, що при всіх 0 1z  ,  

 0lim {sup ( , , , , ) } 0t
t

P x t y z h u
 


 

  . (21) 

Означення 6. Розв’язок ( )x t  системи випадкової структури (1)–

(3) назвемо при y Y ; hH , ruR , 0 0t  , 0t t ; z D : 

 p -стійким (при 0p ), якщо для 0   можна вказати таке 

0  , що з нерівності 0z   випливає нерівність  

 0( , , , , )
p

tE x t y z h u  ; (22) 

 асимптотично p -стійким (при 0p ), якщо вона p -стійка і існує 

таке 1 0  , що з нерівності 0 1z   випливає  

 0
,

lim sup ( , , , , ) 0
p

t
t y Y h H

E x t y z h u
  

 . (23) 

Зауваження 1. При 2p  будемо мати стійкість у середньому 

квадратичному (l.i.m.) (22) і асимптотичну стійкість в . . .l i m  (23). 

Означення 7. Розв’язок ( )x t  системи випадкової структури (1)–

(3) називається експоненціально p -стійким при 0  p , якщо існує 

таке 0  , що з 0z   випливає нерівність  

 0( )
0( , , , , ) ,

p pt t
tE x t y z h u Me z   (24) 

при 0M  , 0  ; yY ; hH , ruR , 0 0t  , 0t t .  

Зауваження 2. При 2p   будемо мати експоненціальну стій-

кість в l.i.m. 

3. Загальні теореми про стійкість систем випадкової струк-
тури. Для подальших викладень наведемо спочатку оцінку розв’язку 
задачі (1)–(2) на інтервалах 1( , )k kt t   через значення розв’язку в точ-

ках kt , 0k   [3]. 

Лема 1. Нехай для [0, ]t T , yY ; hH , ruR  виконані умо-
ви нерівності Ліпшіца (81), нерівностей рівномірної обмеженості (82) і  
 ( , , , , ) ( , , , , ) ( , , , ) ( )a t y x z u b t y x z u g t y x h x z     . (25) 

Тоді для розв’язку задачі Коші (1)–(3) при всіх 0k   має місце 
нерівність  
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      1

1

( )
1sup 1 k k

k

k k

t t
t t k k

t t t
x e x t t



 


 
     . (26) 

Зауваження 3. Надалі будемо вважати, що 0   в (82), 0 0k  . 

Теорема 1. Нехай:  
1) 1 , 0,k kt t k      N ;  

2) виконана умова Ліпшіца (81); 
3) у силу системи (1)–(3) для послідовності функціоналів Ляпунова-

Красовского { , 0}k k   має місце нерівність  

 ( )( , , ) 0kL y x h  ,  k N , yY ; hH , x D , ruR . (27) 

Тоді система (1)–(3) стійка за ймовірністю в цілому. 

Доведення. Позначимо через 
kt

F  — мінімальну  -алгебру, 

щодо якої вимірні ( )t  при всіх 0[ , ]kt t  і n  при n k . Тоді умовне 

математичне сподівання можна обчислити за формулою [8] 

 

  

  

11 1 1

1 1 1 ( )

( ), ,

, , ( , , ) .

k k

k

k

tk

k k t k t

k k y t
hY D H
x x

E t x F

P y x h dz dz dw z z w 


  



  

 
 




  
 (28) 

За визначенням дискретного оператора Ляпунова-Красовского 
( )( , , )kL y x h  із рівності (28), на основі нерівності (27), одержимо  

 
  

     
11 1 1( ), ,

( ), , ( ), , .

k k

k k k

k k t k t

k k t k k k t k t

E t x F

t x L t x x

  

      

   

  
 (29) 

Внаслідок леми 1, властивостей функціонала   випливає існу-
вання умовного математичного сподівання лівої частини нерівності 
(29), тому що ( )kx t  при 0kt t   внаслідок (23) обмежено констан-

тою, що пропорційна z  рівномірно за yY ; hH  і 0 0t  , а саме  

0 1 0( )(1 ) k k

k

k k t t
tx z e      . 

Тепер, на підставі (28), уздовж розв’язків (1)–(3) можна записати 
наступну нерівність  

 
 11 1 1( )( ( ), , ) ( ( ), , )

( ( ), , ) ( ( ), , ) 0.

k k k

k k

k k t k k k t k t

k k t k k k t k

L t x E t x F

t x a t x

     

    
   

   
 (30) 
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Тоді при k N  виконується нерівність  

    
11 1 1( ( ), , ) ( ), ,

k k kk k t k t k k t kE t x F t x     
    , (31) 

а, отже, послідовність випадкових величин { ( ( ), , )}
kk k t kt x    при 

k N  утворить супермартингал відносно 
kt

F  [7]. 

Взявши математичне сподівання від обох частин нерівності (30) 
і просумувавши за k  від 0n k  до N , отриманий вираз запишемо  

 

   
   

11 1 1( ( ), , ) ( ( ), , )

( ( ), , ) ( ( ), , ) 0.

N n

k k

N N N t n n n t

N N

k k t k k k t k
k n k n

E t x E t x

E L t x E a t x

     

    

  

 

 

    
 (32) 

Тому внаслідок леми 1 одержимо ланцюжок нерівностей для 

1 0    

 

0

10 0

10 0

10

10

0 0 0

0 1

0 1

( )
0 0 1

1
0 0

1 1

{sup ( , , , ) }

{sup sup ( , , , ) }

{sup (1 ) ( , , , ) }

{sup ( , , , ) }
(1 )

sup ( ( ),

k n k n

k n k n

k n

k n

k n

t
t t

t
n N t t t

t t
t

n N

t
n N

k n k n t
n N

P x t y x h

P x t y x h

P e x t y x h

P x t y x h e

P t x









 

  

  

 

 





  

 







   


 

  

    

  
 


1 0

1
1, ) .

1k n e


 



 

       

 (33) 

Якщо 
kt

x r , то на підставі (17) повинна виконуватися нерівність  

 
0 0 ,

,

sup ( ( ), , ) inf ( , , ) ( )
kk k t k k

k k k k y Y
h H x r

t x y x h r    
  

 

  . (34) 

Скористаємося відомою нерівністю для невід’ємних супермар-
тингалів [7] 

 

 
 

0 0 1 00

0

1
1 1 1

1 1

sup ( ), ,
1

1
( , , ) .

1 1

k nk n k n t k n
n N

k

P t x e

z
y x h

e e


   




  

 


     



 

        

 
   
         

 (35) 

З огляду на нерівність (33), нерівність (35) дає можливість стве-
рджувати, що виконується (19), а значить система (1)–(3) стійка за 
ймовірністю в цілому [11]. Теорема 1 доведена. 
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Теорема 2. Нехай:  
1) 1 , 0,k kt t k      N ; 

2) виконана умова Ліпшіца (81); 
3) для системи (1)–(3) існують послідовності функціоналів Ляпуно-

ва-Красовского { ( , , )}k y x h  і { ( , , )}ka y x h , k N , такі, що  

 ( )( , , ) ( , , )k kL y x h a y x h   . (36) 
Тоді система (1)–(3) асимптотично стохастично стійка в цілому. 

Доведення. Нерівність (32) дає оцінки  
 

01 1 1 1{ ( ( ), ( ), )} ( , , )N N N N kE t x t y x h        , (37) 

 
0

{ ( ( ), , )} ( , , )
k

N

k k t k k
k n

E a t x y x h  


  . (38) 

при всіх 0N k , yY ; hH , x D . 

Внаслідок того, що послідовність { }ka , k N , утворить функ-
ціонала Ляпунова-Красовского, повинні існувати неперервні строго 
монотонні функції ( )a r  і ( )a r , рівні нулю в нулі і такі, що  

   ( , , )ka x a y x h a x  , k N , yY ; hH , x D . 

Отже, із збіжності ряду в лівій частині нерівності (38) випливає 

збіжність ряду   
0

0( , , , )
kt

k k

E a x t y x h



  для 0 0t  , yY ; hH , 

x D . Тоді внаслідок неперервності ( )a r  і рівності (0) 0a   маємо 

0lim ( , , , ) 0
ktk

x t y x h


 . 

Із вищесказаного маємо прямування до 0 за ймовірністю послідов-

ності 0( ( , , , ) )
kt

x t y x h  при k   для 0 0t  , yY ; hH , x D . 

Тому із властивостей функціонала Ляпунова-Красовского має-
мо, що невід’ємний супермартингал ( ( ), , )

kk k t kt x    при k   

прямує до 0 за ймовірністю на всіх реалізаціях процесу ( ) ( , )t t    і 

послідовності k . Отже, невід’ємний обмежений зверху супермарти-
нгал має границю із ймовірністю одиниця [5], [4]. Тоді, використо-
вуючи результат леми 1, внаслідок означення 5, одержимо [11] асим-
птотичну стохастичну стійкість у цілому імпульсної системи (1)–(3). 

Теорема 3. Нехай виконані умови 1)–3) теореми 2, причому фу-
нкціонали Ляпунова-Красовского { }k , { }ka , 0k   для деяких 0p  

при 0, 1, 4ic i   і для всіх k N , yY ; hH , z D , задоволь-
няють нерівностям 
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 1 2(0) ( , , )
p p

kc z y h z c z  , (39) 

 3 4(0) ( , , )
p p

kc z a y h z c z  . (40) 

Тоді система (1)–(3) асимптотично p -стійка в цілому.  

Доведення. Використовуючи (30) при 0n k , на підставі (39), 

для всіх 0N k , 0k N , z D  і початкових розподілах випадкового 

вектора 
0 0

{ ( ), }k kt   можна отримати нерівність  

 
    

  
1 1

0 0 0

1 1 1
1

2

1 1

1
( ), ,

1
( ), , .

N N

p

t N N N t

p
k k k

E x E t x
c

c
E t z z

c c

  

  

    

 
 (41) 

Звідси за означенням 6 випливає p -стійкість системи (1)–(3). 
Використовуючи нерівності (32), (39) і (40), виконаємо оцінку зверху  

 
    

  
0 0

0 0 0

3

4

3 3

1
( ), ,

1
( ), , .

k k

N Np

t k k k t
k k k k

p
k k k

E x E a t x
c

c
E t z z

c c

 

  

 
 

 

 
 (42) 

Ця нерівність гарантує збіжність ряду, членами якого виступа-

ють  k

p

tE x  для довільних початкових даних 
0kt

x z  і початкових 

розподілів випадкового вектора  
0 0

( ),k kt  . Таким чином,  

 0
,

lim sup ( , , , ) 0
k

p

t
k y Y h H

E x t y h z
  

  

при всіх 0 0t  , що і доводить теорему 3 [11]. 

Теорема 4. Нехай виконані всі умови теореми 1 і 1 0   , що  

 1 1k kt t    , k N . (43) 

Тоді система (1)–(3) експоненціально p -стійка в цілому.  

Доведення. Внаслідок нерівності (26) (при 0  ) досить довести, 

що нерівність (24) виконана для кожного z D  при t S  . Дійсно, для 

1( , )k kt t t   , k n , із означення (27) для 0k  випливає нерівність  

 0 0
( ) ( )k k k
t t t te e e

       . (44) 
Використаємо позначення із доведення теореми 1 і доведену ра-

ніше рівність для k N , 0 0t t   і z D , 0( )t Y , 
0k H  
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 11 1 1( ( ), , )

( ( ), , ) ( )( ( ), , ).

k k

k k

k k k t t

k k k t k k k t

E t x F

t x L t x

  

     
   

 
 (45) 

З умов теореми 4 випливає нерівність  

3
3

2

( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
p

k k k
c

L y h z a y h z c z y h z
c

           

Тоді з (44) легко одержати оцінку зверху для умовного матема-
тичного сподівання  

    
1

3
1 1 1

2

( ( ), , ) 1 ( ( ), , )
k k kk k k t t k k k t

c
E E t x F E t x

c
     

  
 

  
 

. (46) 

Нехай 0 1k  , тоді оцінка (46) для 0k k   дає нерівність  

    
0

0 0 0 0

3

2

( ( ), , ) 1 ( ( ), , )
k k k

k k

k k k t t k k k t
c

E E t x F E t x
c

     


 
  
 

. 

Звідки внаслідок умов теореми отримуємо  

    
0

0 0

32

1 1 2

1
( , , , ) ( ), , ( , , , ) 1

k k

k k
p p

t k k k t k
cc

E x t y h z E t x t y h z z
c c c

  


 
   

 
. 

Якщо вважати 2 3c c , тоді 3

2

1 (0,1)
c

c

 
  

 
. 

Скориставшись нерівністю (44), одержуємо доведення [11]. 

Висновки. Доведені основні теореми стійкості стохастичних 
диференціально-функціональних рівнянь з імпульсними марковськи-
ми збуреннями та скінченним запізненням при наявності випадкового 
процесу і запізнення одночасно. 
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The problem of stability of stochastic differential-functional equations 
with impulse Markovian indignations and eventual behind. This system 
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фінансово-економічний університет, м. Чернівці 

ОПТИМІЗАЦІЯ МНОЖИН ПОЧАТКОВИХ ЗНАЧЕНЬ В 
ІНТЕГРАЛЬНІЙ МОМЕНТНІЙ СТІЙКОСТІ ДЛЯ ЛІНІЙНИХ 

СТОХАСТИЧНИХ РІВНЯНЬ У ГІЛЬБЕРТОВИХ ПРОСТОРАХ 

Побудовано оптимальну множину початкових значень 
стохастичних диференціальних рівнянь з випадковими ліній-
ними стрибками розв’язків у гільбертових просторах. 

Ключові слова: гільбертовий простір, оптимальна мно-
жина початкових значень, марковський процес. 

Вступ. При оптимізації множини початкових значень різницевих та 
диференційованих рівнянь з марковськими коефіцієнтами можливо за-
стосувати результати, які отримані К. Г. Валеєвим та його учнями [1]. 

© А. В. Нікітін, 2014 
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Розглядається система лінійних різницевих рівнянь із випадко-
вими коефіцієнтами 

     1 1 1, , 0,1, 2,...n n n n nX A X B U n        , 

де n  — марковський процес, який визначається системою різнице-
вих рівнянь 

           
1

1 , 1, ..., 0,1, 2,...
q

k ks s k n k
s

p n p n p n P k q n  


      . 

Вектор керувань nU  шукається з умови мінімуму квадратичного 
функціонала 

   * *

0

.n n n n n n
n

v X Q X U L U 



   

оптимальне керування будується у вигляді 
   0,1, 2,...n n nU S X n  . 

Продемонструємо даний підхід на прикладі дослідження стохас-
тичних диференціальних рівнянь у гільбертових просторах. 

Постановка задачі. Нехай ( )X t  — векторний випадковий про-
цес із гільбертового простору H , що є розв’язком рівняння  

     
1

( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) , ( ) ( )j j
j

dX t A t t X t dt B t t X t dW t B t t u t dt  



   , (1) 

 0(0)X X , (2) 

де ( )t  — неперервний справа марковський процес, що набуває значень 

1,..., ,...q   ( , ), ( , ), 1, , 1, 2,...s j sA t B t s q j     неперервні на відрізку 

[0, ]T  функції, 1 2( ), ( ),...W t W t  — незалежні між собою скалярні вінерові 

процеси, причому величини 1 2( ( ), ( ),..., ( ), )W t W t t   незалежні. 

Процеси ( ), ( ), 1,2,...jt W t j  , випадковий вектор 0X  та матри-

ці ( , ), ( , )k kA t B t   задовольняють тим же умовам, що і відповідні 

величини у рівнянні (1). Нехай також ( , )kB t   — неперервна матриця 

на відрізку [0, ]T  розмірності n p , ( )u t – вектор-функція, яку ми 

будемо вибирати у вигляді  ( ) , ( ) ( )u t L t t X t , з неперервними на 

відрізку [0, ]T  матрицями ( , ), 1,kL t k q  . 
Зауважимо, що якщо випадкова величина задовольняє умові 

0| | , 1sX s   , процес ( )X t  володіє моментами s -го порядку. 

Позначимо через ( ) ( )sm t  — s -ту моментну функцію, а через 

( )sG   — множину s -тих момент них функцій величини 0X , при 
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яких моментні функції  0( ), ,s k kG g g  — інтегрально моментно 

стійкі на інтервалі (0, )T , тобто для всіх ( ) (0) ( )s
sm G   повинні ви-

конуватися нерівності 

    ( ) ( )
0

0

, ( ) ( ) 1, 1,
T

s s
k kg t m t dt g m T k N   . (2) 

Нехай 1 2( ) ( )s sG G   якщо 1 2  . Позначимо через ( )
max( )s

sG   — 

максимальну по включенню множину ( )sG  , при якій виконуються 
умови (2). 

Очевидно, що в множині ( )
max( )s

sG   параметр ( )
max

s  залежить від 

матричної функції ( , ), 1,kL t k q  . 

Означення 1. Множину  ( )
max

s
s sG G 
 

, де ( ) ( )
max maxsups s

L
 


 на-

звемо оптимальною множиною початкових значень. 

Твердження 1. Нехай функція  ( )
0( ) ( ), ,s

s k km t G g g  інтегра-

льно моментно стійка на інтервалі (0, )T . Тоді в оптимальній множи-

ні початкових значень ( )
max

s


 має вигляд 

 

1

( )
max

1 (1)
inf max sup ( )

s

m
s

k
L k N G

L


 

 
  
  


, (3) 

де    ( ) ( )
0

0

( ) , ( ) ( )
T

s s
k k kL g t m t dt g m T   . 

Доведення. Оскільки  ( )
0( ) ( ), ,s

s k km t G g g  інтегрально стійка 

на інтервалі (0, )T , то   задовольняє нерівності 

1 (1)
max sup ( )

s

m
k

k N G
L

 
  . 

Звідси одержимо, що 
1

( )
max

1 (1)
( ) max sup ( ) ,

s

m
s

k
k N G

L L


 

 
  
  

 

або 
1

( ) ( )
max max

1 (1)
sup ( ) inf max sup ( )

s

m
s s

k
L k NL G

L L 


 

 
   

  


, 
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що і потрібно було показати. 
Далі розглянемо випадок, коли 1s   або 2s  . Позначимо 

(1) ( ) ( )m t m t , (2) ( ) ( )m t D t . Зауважимо, що мають місце рівності 

1 1

( ) ( ), ( ) ( )
q q

k k
k k

m t m t D t D t
 

   , 

де функції ( )km t  та ( ), 1,kD t k q  є розв’язками рівнянь 

 
1

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

(0) (0) , 1, ,

q
k

k k ks ks s
s

k k

dm t
A t m t t C m t

dt

m m p k q




 

 


 (4) 

 

* *
1 1

1

*

1

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) , (0) (0) , 1, ,

k
k k k k jk k jk

j

q

ks ks s ks k k
s

dD t
A t D t D t A t B t D t B t

dt

t C D t C D D p k q







   

  




 (5) 

1 ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( , ), ( ) ( , )k k k k k k k kA t A t B t L t B t B t L t L t     . 

З твердження 1 випливає, що справедливими є рівності 

 

1

( )
max

1 (1)
inf max sup ( ) , 1,2

s

m
s

sk
L k N G

L s


 

 
   
  


, (6) 

де 

   1 0
0

( ) , ( ) ( )
T

k k kL g t m t dt g m T   , 

   2 0
0

( ) , ( ) ( )
T

k k kL g t D t dt g D T   . 

Припустимо, що існують додатні константи ,   такі, для яких 

виконуються співвідношення 

0( ) ( ) ( ), 1, ,

( , ) ( , ) 0, 1, .

m m
k

k k

sp D g D sp D k N

g t x g t D k N

   

  
 

Твердження 2. Для оптимальної множини початкових значень 

2G


 справедливі включення 2 2 2( ) ( )G G G   


, де 

2 (1) 0

sup (0)exp inf ( ) ,
T

LG
spD d     

    
  

  
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2 (1) 0

sup (0)exp inf ( ) ,
T

LG
spD d     

    
  

  

 
 

min 1
1

max 1
1

( ) min ,

( ) max ,

k k k
k q

k k k
k q

A B C

A B C

  

  



 



 

  

  




 

*
1 1 1k k kA A A  . 

Доведення. Для ( )spD t  справедливими є оцінки  

0 0

(0)exp ( ) ( ) (0)exp ( )
T T

spD d spD T spD d      
          
      
  , 

оскільки виконуються нерівності 

0( ) ( ( )) ( )m m
ksp D T g D T sp D T   , 

то 

 
2 2 2

0
1(1) (1) (1)

inf sup ( ) inf max sup ( ) inf sup ( )

m m

k
L L Lk NG G G

D T g D T D T 
 

   
       

   
. 

Тоді 

2 2

1 1

(2)
max

(1) (1)
inf sup ( ) inf sup ( )

L LG G
D T D T  

 
   

       
   


, 

тобто (2)
max    


, а значить 2 2 2
?( ) ( )G G G    , що і потріб-

но було показати. 
Нехай справджуються рівності 

0 0( ) | ( , ) |, ( ) 0, 1,k k kg x g x g x k N   . 

 2
1 0 0 0 0( ) : ( , ) ,G m Q m m     

0kg  — деякі вектори, 0Q  — додатно визначена матриця. 

Твердження 3. Нехай функції ( ) ( )k
jz t  є розв’язками рівнянь  

( ) * ( ) * ( ) ( )
0

1

( ) 0, ( ) , 1, ;
q

k k k k
j j j sj sj s k k

s

d
z A z C z g t z T g k N

dt



       

( )L  — неперервна додатна функція матричного аргументу. Тоді 
мають місце включення 

1 1 1 1 2( ) ( )G G G   , 
де  

 2 1 ( ) ( )
2 0

1
max inf , ,k k

Lk N
Q z z 

 
  
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   2 1 ( ) ( )
1 0

1
0

inf max , ( ) ,
T

k k

L k N
Q z z L t dt  

 

 
    

 
  

( ) ( )

1

(0) , 0
q

k k
j j

j

z z q 


  . 

Доведення. Як відомо,  2 1 ( ) ( )
max 0

1
max ,k k

k N
Q z z 

 
 , тобто 

 
1

1/21 ( ) ( )
max 0

1
sup inf max ,k k

L k NL
Q z z




 

   
 

. 

Оскільки, 

   1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )
0 0

1 1
inf max , max inf ,k k k k

L Lk N k N
Q z z Q z z 

   
 , 

то  
1/2

1 ( ) ( )
max 0 2

1
sup max inf ,k k

Lk NL
Q z z 




 

    
. 

Звідси випливає 1 2( )G G 


. 
З іншої сторони 

max 1sup
L
  , 

а значить 1 1( )G G 


. 

Нехай функції ( , )kg t D  та 0 ( )kg D  мають вигляд 

0 0( , ) , ( )k k k kg t D spQ D g D spQ D  , 

де 0 1, kQ Q  — невід’ємно визначені матриці. Справедливе твердження. 

Твердження 4. Нехай функції ( ) ( )k
j t  є розв’язками рівнянь  

( ) * ( ) ( ) * ( )

1

* ( ) ( )
1

1

0, ( ) .

k k k k
j j j j j sj j sj

s

q
k k

sj sj s sj k j k
s

d
A A B B

dt

C C Q T Q











     

     




 

з матрицями 1k kA A , 1,k N . Тоді мають місце включення 

2 1 2 2 2( ) ( )G G G  


, 
де  

2

1 1
1 2 1

1 (1)
inf ( ), max sup inf ( )k

L Lk N G
L L  

 
    , 

 
2

1 (1) 0

( ) max sup ( ) ,
T

k
k N G

L sp D L t dt 
 

      
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( )
1

1

, (0)
q

k
k k k j j

j

sp D q


      , 

( )L  — додатна неперервна функція. 

Доведення. Із нерівності  

  
2

1 ( )

1 (1) 1

max sup (0) (0)
q

k
j j

k N G j

p D

  

 
    

 
  , (7) 

слідує, що 

2

1

max
1 (1)

sup inf max sup k
L k NL G

sp D


 

 
  
 

. 

Оскільки 

2 2
1 1(1) (1)

inf max sup max sup infk k
L Lk N k NG G

sp D sp D
   

   , 

то max 2inf
L
  , крім того, max 1inf

L
  . Звідки одержимо 2 1( )G    

2 2 2( )G G  


, що й потрібно було довести. 

Нехай функції ( ) ( )k
j t  є розв’язками рівнянь 

 

( )
, * ( ) ( ) * ( )

1 , , 1 ,
1

* ( ) *
,

1

( ) ( ) 0,

k
j k k k

j j j j sj j sj
s

q
k

sj sj s sj k j j
s

d
A A B B

dt

C C Q L t L t


  

 








      

    




 (8) 

(2)( )
, ( ) , 1, , 1,k

j kT Q k N j q    , *

1

( )
q

j j
j

L spL L


   . 

Твердження 5. Для довільного 0   та неперервних матричних 

функцій * ( ), 1,jL t j q  має місце включення 

2 1 2( )G G 
 

, 

де 1
1 1inf ( )

L
L   


, 

2

1
1 (1)

( ) max sup k
k N G

L sp D 
 

   , ( )
,

1

(0)
q

k
k j j

j

q 


   . 

Доведення. Нехай ( )
,
k
j   — розв’язки системи рівнянь. Тоді  

(2) *

10 0

( ) ( ) ( ) ( )
T Tq

k k j jk
j

sp D spQ D t dt spQ D T spL t L t dt 


       

  (2)*

1 10

( ) ( ) ( ) ( )
Tq q

k j j j jk
j j

sp Q L t L t D t dt spQ D T
 

      
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(2)

0

( ) ( )
T

k kkspQ D t dt spQ D T sp D    . 

Звідки max 1sup
D

L  


, а значить 2 1 2( )G G 
 

, що і потрібно бу-

ло показати. 
Нехай далі 1N  . Тоді 

2

1 1
(1)

( ) sup
G

L sp D    . 

Твердження 6. Справедливою є рівність 

2 2

1
(1) (1)

inf sup sup
L G G

sp D spP D   , 

де ,
1

(0)
q

j j
j

P P q 


  , а функції , ( )jP t  є розв’язками рівнянь Ріккаті 

, * * * *
, 1

1 1

1
0,

q
j

j j j sj j sj sj sj s sj j j j j
s s

dP
A P A B P B C P C P B B P Q

dt


    




 
      

(2)
, 1( )jP T Q  . 

Доведення. Оскільки 
2 2

1 1
(1) (1)

inf sup sup inf
L LG G

sp D sp D    , то засто-

совуючи принцип максимуму Понтрягіна знайдемо 1inf
L

sp D . 

Введемо функцію Понтрягіна 

* *
1 , 1

1 1

* * *
,

1

( , , , )
q

j j j j sj j sj
j s

q

sj sj s sj k j j j
s

L t sp A A B B

C C Q L L

  





  



 




       




    



 


 

* * * * * *
,

1 1 1

q q q

j j j j j j j j j j j
j j j

spL B sp B L spL L    
  

         

* * * *

1

q

j j j j j j j j j
j

sp L B B L L L d   


       . 

Оскільки d  не залежить від , 1,jL j q , то 

* * *

1 1

max ( , , , ) max
j

q q

j j j j j j j j j
L Lj j

L t sp sp L B B L L L d   
 

             

* * *

1

q

j j j j j j j j j
j

sp L B B L L L d   


      
  

, 
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де j  — матричні функції, що є розв’язками спряжених рівнянь до 

рівнянь для функції ( )j t , а *
,

1
( )j j jL B P t

 


 і матричні функції 

, ( )jP t  є розв’язками рівняння Ріккаті 

, * *
,

1

* *
, 1

1

1
0,

j
j j j j sj j sj

s

q

sj sj s sj j j j j
s

dP
A P P A B P B

dt

C P C P B B P Q


  

  








    

   




 

, 01( )jP T Q  , 

причому 

1, ,j L L
P   

   . 

Оскільки jL


 — не залежні від матриці D , то 

2 2 2

1, 1,
(1) (1) (1) 1

inf sup sup inf sup (0)
q

j j
L LG G G j

sp D sp D P q D  


     , 

що і потрібно було довести. 

Висновки. Знайдено оптимальні множини початкових значень, 
при яких моменти розв’язків стохастичних диференціальних рівнянь 
є інтегрально стійкими.  
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ONE PROBLEM OF TORSION OF PIECEWISE  
HOMOGENEOUS ELASTIC BODIES 

By means of method of hybrid integral transform of Legendre-
Fourier-Fourier type integral representation of exact analytical so-
lution of the problem of torsion of semi-bounded piecewise homo-
geneous elastic cylinder is obtained.  

Key words: Legendre equation, Fourier equation, Sturm-
Liouville problem, hybrid integral transform, hybrid differential 
operator, the main solutions. 

Introduction. The problems of the theory of torsion of elastic bodies 
with different geometric structure are of considerable theoretical and practi-
cal interest [1–3]. One of the effective methods for solving such problems in 
the case of piecewise-homogeneous environments is a method of hybrid 
integral transforms. The hybrid integral transform of Legendre-Fourier-
Fourier type is constructed in this paper, and this transform is applied for 
solving the problem of torsion of semi-bounded piecewise homogeneous 
elastic cylinder with different physical and mechanical characteristics. 

Formulation of the problem. Let’s consider a semi-bounded piece-
wise homogeneous elastic cylinder with radius R , which is composed of 
different materials. Physical and mechanical properties of this cylinder are 
changed according to the law 

1 1 2 1 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),G z G shz z l z G z l l z G z l            

;jG const 1,3j  , 

here ( )x is the Heaviside step function. 

We consider inhomogeneous areas of cylinder be soldered together, and 
the bottom end 0z   is free from stress. We consider that the movement is 
limited if z   , and lateral surface of the cylinder is loaded efforts ( )f z . 

The problem of torsion of such cylinder mathematically is reduced to 
a construction bounded on the set 

 1 1 2 2( , ) : (0, ); (0, ) ( , ) ( , )D r z r R z l l l l       

solution of differential separate system of partial differential equations [1] 

1 0 1 1 1
1

( , ) ( , ), (0, ),
4

B u r z F r z z l
       
 

 

© T. M. Pylypiuk, 2014



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 10 

161 

 
2

1 2 2 1 22
( , ) ( , ), ( , ),B u r z F r z z l l

z

 
      

 (1) 

2

1 3 3 22
( , ) ( , ), ( , ),B u r z F r z z l

z

 
       

 

with boundary conditions 

 1

0

0,
z

u

z 





 

0

0,j

r

u

r






 1 ( )

,
( )

j
j

jr R

u f z
u

r r G z


 
    

 1,3j  , (2) 

and conditions of mechanical contact 

 
1

1

1 2

1 2
1 2

0,

0,

z l

z l

u u

u u
G shz G

z z





  

       

 
2

2

2 3

32
2 3

0,

0,

z l

z l

u u

uu
G G

z z





  

  

    

 (3) 

here 
2

1 2 2

1 1
B

r rr r

 
  


 is Bessel operator, 

2

0 2

1

4
cthz

zz

 
   


 is 

Legendre operator. 
The main part. Let’s construct the exact analytical solution of the 

boundary value problem of conjugation (1)–(3) by the method of hybrid 
integral transform of Legendre-Fourier-Fourier type. 

1. The hybrid integral transform of Legendre-Fourier-Fourier 
type. Let’s consider the singular spectral Sturm-Liouville problem of the 
structure of solution, which is limited on the set  

 2 1 1 2 2: (0, ) ( , ) ( , )I r r R R R R        

of separate system of ordinary differential Legendre and Fourier equations 
of the 2-nd order  

 2 2
1 1 1 1 1 1[ ] ( ) 0, (0, ),L V b a V r r R

      (4) 

2
2 2

1 32
[ ] ( ) 0, ( , ); 2, 3;m m m m m m m

d
L V b a V r r R R m R

dr



 

        
 

 

with the conjugate conditions  

1 1 2 2 1( ) ( ) 0; , 1, 2,

k

k k k k
j j k j j k

r R

d d
V r V r j k

dr dr
    



            
    

 (5) 

here 0;ja   0;m
jk   0;m

jk    
1

22 2 ;j jb     2 0;j   2 1
k k

jk j jc     

1 2 0;k k
j j    

2 2

2 2

1
;

4

d d
cthr

drdr sh r



      

1
;

2
      is Legendre 

operator [4]. 
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The fundamental system of solutions for the equation 1 1[ ] 0L V   is 

formed by attached Legendre functions 
1

1

2

( )
iq

P chr

 
 and 

1

1

2

( )
iq

chr

 
L [4], 

and for equation [ ] 0m mL V   — by trigonometric functions cos mq r  and 

sin mq r [5]; 1 2( )j j jq a b  . 

It is directly verify that functions  

1

,1 21 22 2 3 1

2

( , ) ( ) ( ) ( )
iq

V r c c q q P chr
   

 
 , 

 
1

1

11, 1
,2 22 3 1 22 2 1 21

;11
2

11, 1
1 12 2 1 21

;21
2

( , ) ( ) ( ) ( , )

( ) ( , ) ,

iq

iq

V r c q Z chR q R q r

Z chR q R q r






  



 

 


 






 (6) 

,3 ,2 3 ,1 3( , ) ( ) cos ( )sinV r q r q r         

are the solution of the boundary value problem (4), (5). 
We use such denotation in equalities (6): 

1

2 11,
, 3 2 1 11 2 1 2 2 21 2 1 2 222 1

;21
2

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )j
j

iq
v q R Z chR q R q R q R q R

   
 


  


 

 
1 1

211, 11,
1 3 2 12 2 1 2 2 1121 1

;11 ;21
2 2

( ) ( ) ( , ) ( )j

iq iq
Z chR v q R q R q R Z chR 
   

 
   
  

 (7) 

1

11,
22 2 1 2 2 11

;11
2

( , ) ( ) ,
iq

q R q R Z chR
 





 1, 2;j   

11 22 12 21
2 1 2 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),jk j k j kx y v x v y v x v y    , 1, 2;j k   

1 ( ) sin sin ;k k k
mj s k mj s s k jm s kv q R q q R q R     

2 ( ) sin sin ;k k k
mj s k mj s s k jm s kv q R q q R q R    

1, 1 1
1 1 1 1 1 1 11, 1 1 1( ) ( ) ( ),j jjZ chq R shR P chR P chR  

       1 1
1

;
2

iq     

bar means the derivative of the argument. 
Let's define values and functions: 

2
11 12 1

1
21 22 1

,
c c a

c c shR




 212
2 2

22

,
c

a
c

  2
3 3 ;a   
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,3 2( , ) ( );V r r R    1 2 2 1
3 ,1 ,2( ) ([ ( )] [ ( )] ) ,q            

 1 1 2 1 2 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).r shr r R r r R R r r R                (8) 

Theorem 1. If the function 

1 1 2 2( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]g r f r shr r R r r R R r r R             
is piecewise continuous, absolutely summable and has bounded variation 

in the interval (0; ) , then for 2r I  integral representation is true 

 
0 0

1 2
( 0) ( 0) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) .

2
f r f r V r d f V d          



 

       (9) 

Proof. Functions , ( , )jV r   and , ( , )jV r   are the solutions of dif-

ferential equations 

 
 
 

2 2 2
1 1 ,1

2 2 2
1 1 ,1

( , ) 0,

( , ) 0;

a V r

a V r

 

 

  

  





      

      

 (10)-(11) 

 

 

 

2
2 2 2

,2

2
2 2 2

,2

( , ) 0,

( , ) 0, 2,3.

j j j

j j j

d
a V r

dr

d
a V r j

dr





  

  





 
   

  

      
  

 (12)-(13) 

Let’s multiply the equality (10) on the function ,1( , )V r shr  , and 

equality (11) — on the function ,1( , )V r shr   and subtract second from 

the first. We obtain: 

,1 ,1

2
,1 ,11

,1 ,12 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) .

V r V r shr

dV r dV ra d
shr V r V r

dr dr dr

 

 
 

 

 
 

 



  
   

    

 (14) 

Let’s multiply the equality (12) on the function , ( , )jV r  , and equality 

(13) — on the function , ( , )jV r   and subtract second from first. We obtain: 

 

2

, , 2 2

, ,
, ,

( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) .

j
j j

j j
j j

a
V r V r

dV r dV rd
V r V r

dr dr dr

 

 
 

 
 

 
 

 


 
  

 

 (15) 

Let’s set a fairly large number 2.R R  Let’s multiply the equality 

(14) on 1dr  and integrate from 0 to 1R , and equality (15) let’s multiply 
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on jdr  and integrate from jR  to 1 3( 1, 2; )jR j R    . At the re-

sult of adding the integrals we have, that 

 

, ,32 2
0

,3 ,

1
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

R

j

j
r R

d
V r V r r V r V r

dr

d
V r V r

dr

   

 

    
 

 


  

 


 (16) 

Let’s calculate the double integral 

 
0

2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

d

c

I g V r d V r r dr       




    (17) 

for arbitrary positive numbers c  and d  ( )c d  and arbitrary finite func-

tion ( )g  , which is defined on the segment  ,c d . 

Due to the equation (16) double integral (17) can be rewritten as: 

 
,3 ,32 2

,3 ,3

2 ( )
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( ) .

lim
d

R
c

g d
V R V R

dr

d
V R V R d

dr

I  

  

  
  

   



  

 


 (18) 

As a result of elementary transformations we obtain that 

,3 ,3 ,3 ,3 3 32 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )
d d

V R V R V R V R q q
dr dr        

       
 

 ,2 ,2 ,1 ,1 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) sin ( ) ( ) ( ) ( )R q q q q                           

  ,1 ,1 ,2 ,2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) sin ( ) ( )R q q                   (19) 

 3 3 ,1 ,2 ,1 ,2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( )q q R q q                           

 3 3 ,1 ,2 ,1 ,2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos ( ) ( ) .q q R q q                          
If to assume that the function ( )g   is continuous, absolutely integrable 

and has bounded variation on [ , ]c d , then substituting (19) into (18), with 

further using Dirichlet and Riemann lemmas [6] leads to the equality 

0

( ), [ , ];2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

0, [ , ].

d

c

g c d
I g V r d V r r dr

c d  
 

     


 
   

   (20) 

If the function ( )g   has properties on the interval (0, ) , which 

discussed above, then we obtain that 
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0 0

( ), [ , ];2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

0, [ , ].

g c d
g V r d V r r dr

c d  
 

     


  
   

   (21) 

Let now the function 

 
0

2
( ) ( ) ( , ) ( ) .f r g V r d    





   (22) 

Let’s multiply the equality (22) on ( , ) ( )V r r dr   , where   is arbi-

trary positive number and integrate by r  from 0r   to r   . Due to 
equation (21) we have that 

 
0

( ) ( , ) ( ) ( ).f r V r r dr g   


  (23) 

Let’s substitute the function 
0

( ) ( ) ( , ) ( )g f V d      


   to 

equality (22). We obtain the integral representation 

 
0 0

2
( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) .f r V r d f V d          



 

    (24) 

Rejection from continuity of the function ( )f r  in the point r  leads 
to the integral representation (9). The theorem is proved. 

The integral representation (9) defines the direct 

 ;2
0

[ ( )] ( ) ( , ) ( ) ( )H f r f r V r r dr f    


    (25) 

and inverse  

 1
;2

0

2 1
[ ( )] ( ) ( , ) ( ) ( 0) ( 0)

2
H f f V r d f r f r      




         (26) 

hybrid integral transform of Legendre-Fourier-Fourier type. 
Algebra of hybrid differential operator 

2
2 2 2
1 1 2 1 2 3 22 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d d

M a r R r a r R R r a r R
dr dr

              

can be constructed due to the main identity. 

Theorem 2. If the function ( )f r  is a twice continuously differenti-

able on the set 2I  , satisfies the conjugation conditions and conditions of 
the limited  

,1 ,1( , ) ( ) ( , ) 0,lim
r

df d
shr V r f r V r

dr dr  


     
  
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 ,3
,3 0,lim

r

dVdf
V f

dr dr





 
  

 
 (27) 

then the basic identity of integral transform of hybrid differential operator 
M  is true:  

1

3
2 2

;2 ,
1

[ ( )] ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
j

j

R

j j j j
j R

H M f r f f r V r r dr       




         (28) 

0 0,R   3 ;R    1( ) ;r shr   2 3( ) ( ) 1.r r    

Proof. Let's define the values: 

0
( ) lim ( ),

k

k
r R

f R f r

 
  

0
( ) lim ( );

k

k
r R

f R f r

 
   

11 11 22 21 12 ,k k k k k       12 11 22 21 12 ,k k k k k        

21 11 22 21 12 ,k k k k k       22 11 22 12 21.k k k k k       

From the conjugate conditions we find the relations:  

 
21 12

1

11 22
1

( ) 1
( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) , 1, 2

j j j
j j

j

j j
j j j

j

df R df
R f R

dr c dr

df
f R R f R j

c dr

 

 

 



 

 
  

  
 

    
  

 (29) 

The components , ( , )jV r  of the spectral function ( , )V r   have the 

same connections: 

 

, 1
, , 111 12

1

, , 1
, 121 22

1

( , )1
( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )1
( , ) .

j jj j
j j j j

j

j j j jj j
j j

j

dV R
V R V R

c dr

dV R dV R
V R

dr c dr


 

 



   

 
  







 
   

 
 

  
 

 (30) 

From equations (29) and (30) the identity follows 

,
,

2 , 1
, 1

1

( ) ( , )
( , ) ( )

( ) ( , )
( , ) ( ) , 1, 2.

j j j
j j j

j j j j
j j j

j

df R dV R
V R f R

dr dr

c df R dV R
V R f R j

c dr dr





















 

 
   
  

 (31) 

The proof of the theorem is obtained by integration by parts under 
the integral with following using of the limited conditions (27), identity 
(31), the properties of functions ,1 ,2 ,3, , , ( )V V V f r    and structures of 

1 2 3, , .    The theorem is proved. 
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The identity (28) makes it possible to apply the introduced hybrid in-
tegral transform of Legendre-Fourier-Fourier type to the solving of singu-
lar problems of mathematical physics of inhomogeneous structures. 

2. The solution of the problem (1)–(3). Let's write the system (1) 
and boundary conditions (2) in matrix form: 

 

1 0 1

12

1 2 22

32

1 32

1
( ) ( , )

4
( , )

( ) ( , ) ( , ) ,

( , )

( ) ( , )

B u r z

F r z

B u r z F r z
z

F r z

B u r z
z

 
   

   
             

 
 

  (32) 

 
1

2

3 0

0

0 ,

0
r

u

u
r

u


   
       
     

 

1
1 11

1
2 2 2

1
3 2 3

( )( )
1

( )

( )r R

f z G shzu

u f z G
r r

u f z G








                     

. (33) 

Listed by equations (6)–(8) values and functions for this case 

11 21 12 22( 0,k k k k        11 12 1,k k    1, 2;k   1
21 1 1,G shl   1

22   
2

2 21,G    2
22 3,G   0)   we denote by 1 2 3, , ,    11( , ),V z   

21( , )V z   and 31( , ).V z   In this case 11 1 1,c G shl  12 21 2 ,c c G   

22 3 ,c G  .iG const  Spectral density for this case we denote by 0 ( ) .  

Let’s represent the integral operator 0;2H , which acts by the formula 

(25) as an operator matrix-row  
1 2

1 2

0;2 11 1 21 2 31
0

[...] ... ( , ) ... ( , ) ... ( , ) .
l l

l l

H V z shzdz V z dz V z dz    
 

 
  
    (34) 

Let's apply the operator matrix-row (34) to the problem (32), (33) ac-
cording to matrices multiplication rule. As a result of main identity (28) 

(when 2 2 2
1 2 3 1,a a a    2

1 0,   2 2
2 3

1
)

4
    we get a boundary value 

problem: to construct a limited in the interval (0, )R  solution of Bessel 
equation for modified functions  

 
2

2
2 2

1 1
( , ) ( , );

d d
q u r F r

r drdr r
 

        
   

  2 2 1

4
q    (35) 

with boundary conditions 

 
0

0,
r

du

dr 




 
1

( ).
r R

d
u f

dr r




   
 

  (36) 
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It is possible to verify that the desired solution of the boundary value 
problem (35), (36) is a function 

 
0

( , ) ( , ) ( ) ( , , ) ( , ) .
R

u r W r f E r F d              (37) 

In the formula (37) there are the Green's function 

1 1
1 0 0 1

1

( )
( , ) ( )( ( ) 2 ( ))

( )

RI qr
W r RI qr q RI qR I qR


  


  

and fundamental function  

1 2 1 1 1

1 2 1 1 11

( )[ ( ) ( ) ( ) ( )], 0 ;1
( , , )

( )[ ( ) ( ) ( ) ( )], 0 ,( )

I qr I q K q r R
E r

I qr I qr K qr r R

    
 

  
     

        
  

here 2 0 1( ) ( ) 2 ( );qRK qR K qR    ( ),I x  ( )K x  are modified Bessel 

functions of the first and second kind. 
For resuming the function  1 2 3( , ) ( , ); ( , ); ( , )u r z u r z u r z u r z  by its 

image ( , )u r   let’s apply the operator matrix column to the matrix-

element  ( , )u r  (function ( , )u r  is defined by the formula (37)) accord-

ing to matrices multiplication rule 

 

11 0
0

0;2 21 0
0

31 0
0

2
... ( , ) ( )

2
... ... ( , ) ( )

2
... ( , ) ( )

V z d

H V z d

V z d

  


  


  








 
 

 
 
   
 
 
 
  







, 

as the inverse operator of the operator which is defined by (34). 
As a result of elementary transformations we obtain unique solution 

of the conjugate boundary value problem (1)–(3): 

1

3

1

( , ) ( , , ) ( ) ( )
m

m

l

j jm m m
m l

u r z W r z f d    





 


   

10

( , , , ) ( , ) ( ) ,
m

m

lR

jm m m m
l

H r z F d d        






   

here 0 0,l   3l   , 1( )z shz  , 2 3( ) ( ) 1z z   , 1
1 3 1 1G G shl  , 

1
2 3 2G G  , 3 1  , Green's functions  
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( , , )jmW r z  1 1 0
0

( , ) ( , ) ( , ) ( )j mW r V z V d     


     

and the influence functions 

1 1 0
0

( , , , ) ( , , ) ( , ) ( , ) ( )jm j mH r z E r V z V d        


    

of the boundary value problem (1)–(3). 
If ( )jf z  and ( , )jF r z  are given then the position of cylinder which 

is discussed becomes known.  

Conclusion. By means of method of hybrid integral transform of 
Legendre-Fourier-Fourier type integral representation of solution of the 
problem of torsion of semi-bounded piecewise homogeneous elastic cylin-
der is obtained. 
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Методом гібридного інтегрального перетворення типу Лежандра-
Фур’є-Фур’є одержано інтегральне зображення точного аналітичного 
розв’язку задачі кручення напівобмеженого кусково-однорідного 
пружного циліндра. 
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THE THEORY OF PLAFALES: НОВИЙ  
ПІДХІД ДО КОНСТРУЮВАННЯ БАЗИСНИХ ФУНКЦІЙ  

НА ТРИКУТНИКУ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

У статті, на основі the theory of plafales, показані основні кро-
ки алгоритму конструювання базисних функцій в МСЕ на основі 
двовимірного симплексу — трикутника першого порядку. 

Ключові слова: двовимірний симплекс, базисні функції, 
plafal (-es). 

1. Постановка проблеми. Трикутники — це перші скінченні 
елементи. Нагадаємо, що Курант (1943) [1–4] запропонував поділити 
квадратну комірку МСР на два трикутники, маючи на увазі успішну 
реалізацію ідеї лінійної інтерполяції на кожному із них. Ідея триангу-
ляції дуже швидко стала звичною. Перші змістовні результати з'яви-
лися після появи ЕОМ. Спочатку застосовували трикутники першого 
порядку [5]: Тернер, Клаф, Мартін, Топп, Сінг, Галлагер, Педлог, 
Бейлард. Потім з’явилися трикутники вищих порядків (комплексні 
моделі): Вебеке, Аргіріс, Феліппа, Зенкевич, Чанг.  

Основна мета — на основі the theory of plafales [6–8] показати ос-
новні кроки алгоритму конструювання базисних функцій в МСЕ на ос-
нові двовимірного симплексу — трикутника першого порядку: досліди-
ти функцію  , , .iL x y t  На нашу думку, роль базисних функцій — чет-

верна. IT платформи в МCЕ, які можуть бути створеними на основі ал-
горитмів the theory of plafales [9], містять у собі поняття алгоритмічної 
складності: задання (введення) в програмний комплекс базисних (і гло-
бальних базисних) функцій і пошук розв'язання проблеми програмно-
апаратним комплексом є функціями часу. Отже, базисні функції — фун-
кції часу. Безумовно, невід'ємною складовою частиною вищесказаної IT 
платформи є процес її функціональної візуалізації [10]. 

2. Витоки досліджень. Ця стаття грунтується на роботах 6–8, а 
також на матеріалах 42-ої конференції з прикладної математики 
(Польська Академія Наук) [9; 11]. 

3. Ціль роботи. Основна ціль роботи — показати алгоритм фо-
рмоутворення поверхні (на основі трикутника першого порядку) ба-
зисної функції від часу. 

© Д. О. Топчий, 2013
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4. Актуальність роботи. IT платформи в МСЕ (на базі алгоритмів 
the theory of plafales) можуть включати в себе компонент штучного інте-
лекту — конструювання базисних функцій в автоматичному режимі. 

5. Опис алгоритму. Будемо розглядати трикутник першого по-
рядку — двовимірний симплекс з трьома вузлами у вершинах 
(рис. 1). Як відомо, базис  ,iL x y має вигляд: 

 

   

 

1 1

1 2 2 2

3 3 3 3

1 1

3 2 2

1 1
1 1

, 1 , , 1 ,
2 2

1 1

1
1

, 1 ,
2

1

x y x y

L x y x y L x y x y
S S

x y x y

x y

L x y x y
S

x y

 



 (1) 

де S — площа трикутника. 
Базис (1) задовольняє інтерполяційній гіпотезі:  

    
3

1

, , , 1,i k k ik i
i

L x y L x y


   (2) 

де  ,iL x y  — барицентричні координати симплекса; ik  — символ 

Кронекера, i  — номер функції, k  — номер вузла.  

 
Рис. 1. Двовимірний симплекс  

Розглянемо властивості функції  , , :iL x y t  

 
   

 
 

,

, , , 1;3,
, , , ( )

, , ( ; ]; 0; 1;3,

( ),

i
i i

i

x y

L x y t T i
L x y t L x y G t

N x y t T i

z G t

 

    
  





 (3) 

параметр t — час; T — момент часу, при якому утворюється поверхня 
(1); відповідно  ,iN x y  — поверхні, які утворюються в моменти 

часу ( ; ]t T ; G(t) — глобальна функція часу змін аплікат поверхонь 

 , , .iL x y t  В подальшому (у неявному вигляді), G(t) виступатиме 

композицією об'єктів the theory of plafales.  
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Інтерполяційну гіпотезу для функцій  ,i k kN x y  ( 1;3i  ) пок-

ладемо наступним чином: 

  , ( ).i k k ikN x y G t   (4) 

Безумовно, для функцій  ,iN x y  справджується наступна оцінка: 

  0 , 1.iN x y   (5) 

5.1. Введення систем і підготовка обчислювального шаблону. 
Введемо наступні системи the theory of plafales: the static canvas of 

plafal (статичний килим) 
SPU

kPF  [8, с. 16], the «ensemble» of the points 

(ансамбль точок) 
 

 ,

,

i e

i j

ens
rPF  [8, с. 569–575], the imaginary point of plafal 

(уявна точка)  ,i e piPF  [8, с. 29–86], the degenerate isolated point of 

plafal (вироджена ізольована точка)    ,, i ebd i e pPF  [8, с. 23–25], the 

flickering point of plafal (мерехтлива точка)  ,i e pidPF  [8, с. 87–152]. 

На статичному килимі 
SPU

kPF ансамбль точок 
 

 ,

,

i e

i j

ens
rPF [8, с. 569] 

створює трикутник першого порядку: 
   

 ,

, ,

i e

di j F x y

ens
rPF  (рис. 2): 

 :
SPU

kPF
 

 ,

,

i e

i j

ens
rPF   

   

 ,

, ,

i e

di j F x y

ens
rPF  (6) 

 
Рис. 2. Створення трикутника першого порядку 

У якості обчислювального шаблону, у загальному вигляді, бу-

демо розглядати (рис. 3). Вузли 1, 2, 3 — уявні  ,i e piPF  або виро-

джені ізольовані точки    ,, i ebd i e pPF  (для кожної з трьох базисних фу-
нкцій свій власний випадок розташування) між якими здійснюється 
перехід за часом [8, с. 31, с. 41]. Вздовж сторін 1 — 2, 2 — 3, 3 — 1 
(відповідно по контуру) і усередині трикутника першого порядку 

(область D) розташовані мерехтливі точки  ,i e pidPF . 
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Рис. 3. Обчислювальний шаблон 

5.2. Конфігурації обчислювального шаблону. Використовую-
чи інтерполяційну гіпотезу (2), покладемо [8, с. 30]: 

   ( , ), ( ( )) 1 1,i e pi
i i iN x y PF a m t     (7)  

де ( ( )) 1a m t   — характеристична функція уявної точки; ( )m t  — фу-

нкція часу характеристичної функції. Використовуючи інтерполяцій-
ну гіпотезу (2), покладемо [8, с. 30]: 

  
( , )( , ), ( ( )) 1 0,
i ebd i e p

i k kN x y PF a n t     (8)  

де ( ( )) 1a n t   — характеристична функція виродженої ізольованої 

точки; ( )n t  — функція часу характеристичної функції. Використо-

вуючи властивість  0 , 1iN x y  , покладемо значення вздовж сто-

рін 1 — 2, 2 — 3, 3 — 1 і в області D [8, с. 88]: 

    ,, ( ( )) 1 ; 0 ( ( )) 1 1,i e pid
iN x y PF a h t a h t       (9) 

де ( ( )) 1a h t   — характеристична функція мерехтливої точки; ( )h t  — 

функція часу характеристичної функції. 
Відповідно, для характеристичних функцій ( ( )) 1a m t  , 

( ( )) 1a n t  , ( ( )) 1a h t   виникають наступні можливості: 

1. Для (7), (8), (9) існує спільне значення часу t T при якому вони 
мають місце, а отже ( )m t , ( )n t  і ( )h t є взаємопов'язаними між со-

бою наступним чином: 

 
( ( )) 0,

( ) ( ( ));
( ( )) 1.

a m t
n t f m t

a n t


  

 (10)  

        1 2( ) , , ; 0 1h t h t h t m t n t        (11) 

дана конструкція — «м'яке» моделювання [12] конфігурації обчис-
лювального шаблону.  
2. ( )m t  і ( )n t  є довільними функціями, а отже для кожної із них мо-

жуть існувати власні моменти часу, при яких справджуються рів-
ності (7), (8), (9). 
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Послідовність побудови (переходу за часом) базисних функцій 
складається з наступного ланцюгу:      1 2 3, , ,L x y L x y L x y  . 

Між базисними функціями здійснюються плавні переходи за часом. В 
наступному, побудову ланцюгів базисних функцій будемо проводити 
відповідно у двох вищезазначених можливостях. Відлік часу розпоч-
немо з 0t  .  

5.3. Побудова базисної функції у 1-ому вузлі. Згідно з (4), (7), 
(8), (9) отримуємо конфігурацію базисної функції у 1-ому вузлі: 

 

   
   
     

     

( , )

( , )

( , )
1 1 1

( , )
1

,
1 1 2,1 3,

, ( , )
1 2 3

, ( ) 1 1,

, ( ) 1 0; 2, 3

, ( ) 1 ; 0 1,

, ( ) 1 0.

i e

i e

i e pi

bd i e p
k k

i e pid
D

i e pid bd i e p

N x y PF a m t

N x y PF a n t k

N x y PF a h t

N x y PF a h t PF

 
 



    

     


     

     

 (12) 

У відповідності двох випадків 5.2 (конфігурації обчислювально-
го шаблону), отримуємо: 
1. Згідно (10): 

 
 
 

ln ( ) 0,
ln : ( ) ( );

ln ( ) 1.

m t
a n t e m t

n t

     


 (13) 

Покладемо : ( )A m t t  ( )n t e t  . Тоді (11) набирає виг-

ляду:  

   11( ) ; 0 1.h t t e t
     

 (14) 

З (13) і A встановлюємо, що система (12) набирає чинності при 
1t T  : 

 
 

      

     

( , )

( , )

( , )
1 1 1

( , )
1

11,
1 1 2,1 3,

, ( , )
1 2 3

, ln(1) 1 1,

, ln( ) 1 0; 2, 3,

, ln 1 1 1 ;

0 1,

, ( ) 1 ln( ) 1 0.

i e

i e

i e pi

bd i e p
k k

i e pid
D

i e pid bd i e p

N x y PF

N x y PF e k

N x y PF e

N x y PF a h t PF e

 




 



    

     

     


 


      

   (15) 

При 0 1t  система (12) модифікується у наступний вигляд 

(умови існування поверхонь (3)): 
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 
 
   

   

( , )

( , )

( , )
1 1 1

( , )
1

1 1,
1 1 2,1 3,

, ( , )
1 2 3

, ln( ) 1 ,

, ln( ) 1 ; 2, 3

, ln( ( ) ) 1 ;

0 1,

, ln( ( )) 1

ln( ) 1.

i e

i e

i e pi

bd i e p
k k

i e pid
D

i e pid bd i e p

N x y PF t

N x y PF e t k

N x y PF t e t

N x y PF h t PF

e t

  




 



   

     

      

  

     

  

 
 (16) 

Функція  1 ,N x y має вигляд: 

   1 1
1 , (ln( ) 1) (ln( ) 1) (ln( ( ) ) 1);

0 1; 0 1,

N x y t e t t e t

t

 



      

   

  
 (17) 

де композиції функцій в (17) рівносильні (15) і (16). 
Плавний перехід від    1 2, ,L x y N x y  здійснюється за прави-

лами «absolute transition» (абсолютного переходу) і «absolute rever-
sionary returning back transition after a certain time» (абсолютний реве-
рсивний перехід через певний час) [8, с. 31; 8, с. 41]: 

 
    

( , )( , ) ( ( )) ( , )

[ (1 ) (1 ; )]

,

( ) ln (1 ) ln (1 ; ) ( 1) .

i ei e pi g t bd i e p

m c n c

PF PF

g t m c n c



  

 


     
  (18)  

 
 

    

( , )

2

2 2

( , ) ( ( )) ( , )

[ (1 ) ( )]
1 2 2

[ ( ) ( ; )]
2 2 2

1 2

, ( 2)

( ) ln( (1 )) ln( ( )) ( 1) ; [1 ; ],

( ) ln ( ) ln ( ; ) ( 1) ,

( ) ( ) ( ).

i e rbd i e p g t i e pi

m c n T

m T d n T d

r

PF PF k

g t m c n T t c T

g t m T d n T d

g t g t g t





  

  

      

      

  








 (19) 

(1 )c  — момент часу плавного переходу    1 2, ,L x y N x y ; 

2( )T d  — момент часу плавного переходу    2 3, ,L x y N x y ; 

2T  — момент часу, при якому, для функції  2 ,N x y набирає чин-

ність система (27). 
2. Нехай 1( ) :m t t T    так що виконується (7): 

   ( , )
1 1 1 1, ( ( )) 1 1.i e piN x y PF a m T     (20)  

Нехай 2 1( ) :n t t T T     так що виконується (8): 

  
( , )( , )

1 2, ( ( )) 1 0.
i ebd i e p

k kN x y PF a n T     (21) 
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Зведемо (20) і (21) до єдиних умов (22), (23): 

 
 

   

( , )

2 1

( , )
1 1 1 2

( , )
1

2

,
1 1 2,1 3,

:

, ( ( )) 1 ; sup ( ( ( )) 1) 1; (0; ],

, ( ( )) 1 ; inf ( ( ( )) 1) 0;

(0; ]; 2, 3,

,

1 1
( (1 ) ( ) (1 (1 )) ( )) 1 ;
2 2

0 1;

i e

i e pi
t

bd i e p
k k t

i e pid
D

T T

N x y PF a m t a m t t T

N x y PF a n t a n t

t T k

N x y PF

a m t n t  

 

 



     

    

 

 

          

  

   
1 2,

,
1 22 3

1;

, ( ( )) 1 inf ( ( ( )) 1 ) 0; (0; ].i e pid
t

T t T

N x y PF a h t a n t t T
















 


      

 (22) 

   
   

   

( , )

2 1

( , )
1 1 1 1

( , )
1

1

,
1 1 2,1 3,

:

, ( ( )) 1; sup ( ( )) 1 1; (0; ],

, ( ( )) 1; inf ( ( )) 1 1;

(0; ]; 2, 3,

,

1 1
(1 ) ( ) 1 (1 ) ( ) 1 ;

2 2

0

i e

i e pi
t

bd i e p
k k t

i e pid
D

T T

N x y PF a m t a m t t T

N x y PF a n t a n t

t T k

N x y PF

a m t n t  



 



     

    

 

 

              
  

 

   
2 1,

,
1 12 3

1; 1;

, ( ( )) 1 inf ( ( ( )) 1) 1; (0; ].i e pid
t

T t T

N x y PF a h t a n t t T


















   

       

(23) 

Умови (22) і (23) є модифікованими до конфігурації (12): умовами 
існування поверхонь (3). Функція  1 ,N x y має вигляд:  

 

   1

1 2

, ( ( )) 1) ( ( ( )) 1

1 1
(1 ) ( ) 1 (1 ) ( ) 1 ;

2 2

1; (0; ] або (0; ],

N x y a m t a n t

a m t n t

t T t T

 



   

                   
  



 (24) 

де композиції функцій в (24) рівносильні (22) і (23). 
Плавний перехід від    1 2, ,L x y N x y  здійснюється за прави-

лами «absolute transition» (абсолютного переходу) і «absolute rever-
sionary returning back transition after a certain time» (абсолютний реве-
рсивний перехід через певний час) [8, с. 31; 8, с. 41]: 
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 
( , )

1,2 1,2

( , ) ( ( )) ( , )

[ ( ) ( ; )]
1,2 1,2

,

( ) ( ( )) ( ( ; )) ( 1) .

i ei e pi g t bd i e p

m T c n T c

PF PF

g t a m T c a n T c



  

 


     

  (25) 

 

    

    

( , )

1,2 3

3 3

( , ) ( ( )) ( , )

[ ( ) ( )]
1 1,2 3

1,2 3

[ ( ) ( ; )]
2 3 3

1 2

, ( 2)

( ) ( ) ( ) ( 1) ;

[ ; ],

( ) ( ) ( ; ) ( 1) ,

( ) ( ) ( ).

i e rbd i e p g t i e pi

m T c n T

m T d n T d

r

PF PF k

g t a m T c a n T

t T c T

g t a m T d a n T d

g t g t g t





  

  

    

 


      

  









 (26) 

1,2( )T c  — момент часу плавного переходу    1 2, ,L x y N x y ; 

3( )T d  — момент часу плавного переходу    2 3, ,L x y N x y ; 

3T  — момент часу, при якому, для функції  2 ,N x y набирає чин-

ність система (27). 

5.4. Побудова базисної функції у 2-ому вузлі. Згідно з (4), (7), 
(8), (9) отримуємо конфігурацію базисної функції у 2-ому вузлі: 

 

 
 
   

   

( , )

( , )

( , )
2 2 2

( , )
2

,
2 1 2,2 3,

, ( , )
2 1 3

, ( ( )) 1 1,

, ( ( )) 1 0; 1, 3,

, ( ( )) 1 ; 0 1,

, ( ( )) 1 0.

i e

i e

i e pi

bd i e p
k k

i e pid
D

i e pid bd i e p

N x y PF a m t

N x y PF a n t k

N x y PF a h t

N x y PF a h t PF

 
 



    

     


     

     

 (27) 

У відповідності двох випадків 5.2 (конфігурації обчислювально-
го шаблону), отримуємо: 
1. З урахуванням (10), (13), (17), (18), (19): 

Покладемо 
1

: ( ) ( )
2

A m t t    
1

( )
2

n t e t
    
 

. Тоді (11) на-

бирає вигляду: 

 
1

11 1
( ) ( ) ( ) ; 0 1.

2 2
h t t e t


          

 


  (28)  

З (13) і A встановлюємо, що система (27) набирає чинності при 

2
3

(1 ) (1 0,1) 1,1
2

t T c       : 
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 (29) 

При 
3

1,1
2

t  система (27) модифікується у наступний вигляд 

(умови існування поверхонь (3)): 
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
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(30) 

Функція  2 ,N x y має вигляд: 

 
1

2

1

1 1 1
, ln 1 ln 1 ln

2 2 2

1 3
1 ; 1,1 ; 0 1,

2 2

N x y t e t t

e t t
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
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                 

 


 (31) 

де композиції функцій в (31) рівносильні (29) і (30). 

Плавний перехід від    2 3, ,L x y N x y  здійснюється за прави-

лами [8, с. 31; 8, с. 41]: 
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 (33) 

3

2
d

  
 

 — момент часу плавного переходу    2 3, ,L x y N x y ; 

3T  — момент часу, при якому, для функції  3 ,N x y набирає чин-

ність система (39). 
2. Побудова  2 ,N x y  зводиться до умов (34) і (35), які аналогічні за 

конструюванням до умов (22) і (23), з урахуванням (25) і (26).  
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Умови (34) і (35) є модифікованими до конфігурації (27): умова-
ми існування поверхонь (3). Функція  2 ,N x y має вигляд:  
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де композиції функцій в (36) рівносильні (34) і (35). 
Плавний перехід від    2 3, ,L x y N x y  здійснюється за прави-

лами [8, с. 31; 8, с. 41]: 
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3( )T d  — момент часу плавного переходу    2 3, ,L x y N x y ; 

4( )T q  — момент часу плавного переходу    3 1, ,L x y N x y ; 
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4T  — момент часу, при якому, для функції  3 ,N x y набирає чин-

ність система (39). 

5.5. Побудова базисної функцій у 3-ому вузлі. Побудова функ-
ції  3 ,N x y відбувається аналогічно функції  2 ,N x y з урахуван-

ням конфігурації базисної функції (39): 
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5.6. Ансамблювання поверхонь. Виходячи із всього вищеза-
значеного, отримуємо для (3), що G(t) — глобальна функція часу змін 
аплікат поверхонь  , , :iL x y t  

 1 2 3( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( ).rG t N x y N x y N x y g t g t      (40) 

6. Висновки і перспективи досліджень. Існують можливості ви-
користання алгоритма конструювання поверхонь  , ,iL x y t  для трикут-

ників вищих порядків. Усі відомі інформаційні платформи в МСЕ, які 
використовуються в інженерних розрахунках, містять у собі відомий 
набір стандартних (О. Зенкевича) базисних функцій. Запропонований 
алгоритм не порушує монументальність поверхонь стандартних (О. Зен-
кевича) або альтернативних (А. Н. Хомченка) базисних функцій. IT пла-
тформа в МСЕ (на базі алгоритмів the theory of plafales) буде виконувати 
наступні функції: 1. В автоматичному режимі конструювати поверхню 
базисної функції на обчислювальному шаблоні, на якому людина ще не 
знайшла базис. Для того щоб платфома, у кінцевому вигляді, побудувала 
монументальну поверхню базисної функції їй потрібно «проаналізувати» 
проміжні поверхні, які утворюються до фінальної — монолітної (базис-
ної) поверхні. Для реалізації цього вводиться ключовий параметр — час. 
2. Відобразити формоутворення (рельєф) нестаціонарного температур-
ного поля з динамічними термоелементами. 3. Функціонувати інтегро-
ваним програмним комплексом, який буде знаходити фізично адекватні 
альтернативні моделі на складних обчислювальних шаблонах і викону-
вати свою роль в інженерних застосуваннях. 
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ОЦЕНКА РАБОТОСПОСОБНОСТИ АВТОМАТИЧЕСКИХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА УСТОЙЧИВОСТИ 

В работе рассмотрена задача выбора множества критиче-
ски важных параметров автоматических систем, позволяющих 
оценить их работоспособность на основе анализа корневой 
чувствительности характеристического уравнения системы. 

Ключевые слова: работоспособность, контроль, харак-
теристики, устойчивость. 

Введение. Судить о работоспособности автоматической систе-
мы можно непосредственно по характеристикам или их показателям, 
проверяя условия работоспособности или контролируя совокупность 
параметров, однозначно определяющих характеристики системы. 
Если контролировать все нестабильные параметры, то можно с пол-
ной достоверностью (с вероятностью равной единице) определить 
работоспособность системы. Однако реальные сложные системы мо-
гут иметь или большое число параметров, или параметры, контроль 
которых оказывается сложным [1]. В связи с этим возникает задача 
выбора для контроля из всей совокупности параметров системы 
только ограниченного числа нестабильных параметров. Вполне оче-
видно, что в этом случае судить о работоспособности системы можно 
только с некоторой вероятностью, меньшей единицы. 

Упорядочение множества нестабильных параметров. Для об-
легчения задачи выбора ограниченного числа контролируемых пара-
метров всю совокупность нестабильных параметров системы целесо-
образно упорядочить. Введем упорядочение параметров по степени их 
влияния на работоспособность системы. Один нестабильный параметр 
считается более важным, чем другой, если чувствительность корней 
характеристического уравнения системы к изменениям первого выше 
соответствующей чувствительности к изменениям второго. Такое упо-
рядочение естественно с точки зрения работоспособности системы, 
поскольку положение корней в основном определяет ее динамические 

© В. А. Федорчук, Л. А. Митько, В. А. Тихоход, 2014 
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возможности, т.е. ее состояние. При этом введение упорядочения мно-
жества нестабильных параметров позволяет определить функцию p(v) 
вероятности правильности суждения о работоспособности системы в 
случае, если контролируется только ограниченное число нестабильных 
параметров v из общего числа параметров системы n. 

По характеру подхода к упорядочению множества нестабильных 
параметров приходится различать два случая: 

1) корни характеристического уравнения все различны; 
2) среди множества корней имеются кратные корни. 

Это обусловлено тем, что в первом случае в качестве чувстви-
тельности любого корня к изменению параметра можно рассматри-
вать модуль частной производной от корня по данному параметру, 
ибо такая производная существует и ограничена. Во втором случае, 
при наличии кратных корней частные производные от кратных кор-
ней по нестабильному параметру обращаются в 0. Таким образом, 
чувствительность кратных корней оказывается всегда выше чувстви-
тельности некратных. Поэтому при наличии кратных корней упоря-
дочение в параметрах следует производить по модулю высшей про-
изводной кратного корня по нестабильному параметру. При этом по-
рядок производной равен кратности данного корня. 

Рассмотрим полином: 
        1

1 1 1 1 0 0, ,n n
n nF x x a x a x a  
       (1) 

где  0 , , n     — n-мерный вектор параметров. 

Упорядочение в случае разных корней характеристического 
уравнения. Рассмотрим первый случай, когда все корни характери-
стического уравнения различны (простые корни). 

Пусть при  0 0
0 0 , , n       все корни 0 0

1 , , nx x  уравнения 

0( , 0)F x    различны и 0Re 0ix  . 

Рассмотрим следующие неотрицательные числа: 

  0 0
0 00 0

1 1
, ( , )

Re Re 

pk
kp k k

pk k

k

F

x
t x x

Fx x
x







   



 (2) 

Причем k = 1, 2,….,n; p = 0, …, n–1. 

Определение 1. Вектор 1( , , )
p p npT t t    назовем вектором от-

носительных чувствительностей простых корней ( )kx   уравнения 

( , )F x   к изменению параметра p  в точке 0
0( , )kx  . 
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Определение 2. В множестве { }
p

T  введем упорядочение, пола-

гая 
p m

T T  , если 
p m

T T  . Отметим, что норма 2

1

n

i
i

A a


  , ес-

ли 1( , , )nA a a  . 

Аналогично введем упорядочение в множестве  p , полагая 

p m  , если 
p m

T T  . B случае p m   будем говорить, что пара-

метр p  больше (или сильнее) m . 

Любое множество { }p  оказывается вполне упорядоченным. От-

метим, что множество { }p  называется вполне упорядоченным, если 

для любых его элементов справедливо одно из 3-х соотношений [1]: 
; ; .i j i j i j         

Упорядочение в случае наличия кратных корней среди множе-
ства корней характеристического уравнения. Пусть при 0    сре-

ди корней уравнения 0( , ) 0F x    имеются кратные. Рассмотрим впол-

не упорядоченное множество корней уравнения (1) при 0   : 

 0 0 0
1 2 , , nx x x    , (3) 

причем здесь каждый корень повторяется столько раз, какова его 
кратность. Порядок в (3) соответствует расположению следующих 
неотрицательных чисел: 

0 0 0
1 2  nRe x Re x Re x  , 

причем, как и ранее, мы предполагаем, что Re 0jx  . 

Из множества 0{ }jx  удалим все достаточно большие элементы и 

будем в дальнейшем рассматривать лишь элементы 

 0 0 0
1 2 , ,   ( )nx x x m n     , (4) 

для которых выполнено условие: 

 0 0
1Re Re   ( 1, 2, , )ix x i m   , (5) 

где 1   — некоторое число.  

Таким образом, мы отбрасываем те корни уравнения (2), у кото-

рых 0Re jx
 

(причем j m ) достаточно велики. Эти корни мало 

влияют на работоспособность, так как их реальные части велики по 
модулю, т.е. дают составляющие, быстро затухающие во времени. 



Математичне та комп’ютерне моделювання 

186 

В результате будем иметь два случая: 

1) в множестве (4) все корни различны (этот случай рассмотрен вы-
ше); 

2) в множестве (4) имеются кратные корни. 

Пусть имеются корни, 0 0 0
1 2 , , nx x x    , кратности которых со-

ответственно 1 2 , , 1k       . 
Рассмотрим следующие неотрицательные числа: 

 

0
0

0
0

0

( , )
1

1 !
Re 

( , )

q
p

qp qq
k

q
q

F
x

x F
x

x






 





   




 (6) 

Причем q = 1, 2,…., k; p = 0, 1,…., n — 1, (k + 1)-мерные векторы: 

  1 2 ( 1), , , , 
p p p kp k pФ       , (7) 

где   ( 1) 1, , , k p lp mpl pt t t    , 1
1

1
k

i

l 


  , если 1
1

k

i

m


 , и 

( 1) 0k p   , если 1
1

k

i

m


 . 

Определение 3. Вектор 
p

Ф  назовем вектором относительных 

чувствительностей кратных корней ( )qx   уравнения (1) к измене-

нию параметра p  
в точке  0

0, qx  (q = 1, 2, …, k; р = 0, 1,..., n — 1). 

Замечание 1. Легко проверить, что qp  может быть представле-

но в следующем виде: 

 
     10 0

00

1 !
, 

Re 

qq p
qp q q

k

q

F

x x x
Fx
x

 





 

  



 (8) 

Выражения (8) и (2) отличаются множителем   10 q

qx x
 

 , который 

обеспечивает необращённые в нуль  0
0, q

q

F
x

x





 в случае, когда 0

qx  — 

корень кратности q . Поэтому, чем выше кратность корня, тем большей 

чувствительностью он должен обладать к изменению параметров. 
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Определение 4. В соответствии с замечанием 1 в множестве 

p
Ф  определим отношение порядка по следующему лексикографиче-

скому принципу: 

p
Ф Ф

  , если 1 1p m 
 
(остальные координаты lp

 
и lm  не учи-

тываются) или при 1 1p m  ,    2 2 1 1, , , p m rp rm r p r m          ( )r k . 

Элементы
p

Ф Ф
  , если ip im   (i = 1, 2,…, k + 1). 

Определение 5. Отношение порядка в множест-

ве p  
1 2 np p p    означает, что

1 2p p pn
Ф Ф Ф    . 

При этом, если p m  , будем говорить, что p  больше (или 

сильнее) m (индекс при p  означает его порядковый номер в мно-

жестве при введенном упорядочении). 

Замечание 2. Очевидно, что множество  p  при введенном 

упорядочении (определения 1 и 5) оказывается вполне упорядочен-
ным. Следовательно, в нем всегда можно указать v элементов, яв-
ляющихся максимальными для всех остальных n — v. 

Выбор контролируемых параметров для определения работо-
способности автоматической системы. Автоматическую систему 
можно рассматривать как совокупность двух групп звеньев: объект 
управления (или регулирования) и регулятор. В ряде практических слу-
чаев характеристики объекта в период эксплуатации изменяются мало 
(характеристики объекта могут изменяться заметно, но при этом закон 
изменения известен оператору; этот случай аналогичен рассматривае-
мому). Тогда основные изменения, характеризующие степень работо-
способности системы, определяются изменениями, происходящими в 
регуляторе. Это обстоятельство позволяет определить степень работо-
способности системы управления по результатам контроля параметров 
регулятора. При выборе из всего множества параметров регулятора ог-
раниченного числа контролируемых параметров будем учитывать кор-
невую чувствительность характеристического уравнения системы [2]. 

Передаточная функция замкнутой системы управления в общем 
случае имеет следующий вид [3]: 

    
1

2 1

( )

( ) ( )

K p
K p

K p p K p



, (9) 

где 1

2

( )

( )

K p

K p
 — передаточная функция объекта, ( )p  — коэффициент 

передачи регулятора. 
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Из выражения (9) следует, что изменения, происходящие в регуля-
торе, действительно сказываются на изменении характеристического 
уравнения системы, т.е. вызывают перемещения полюсов передаточной 
функции (9). Отсюда следуют приведенные выше положения: при выбо-
ре контролируемых параметров регулятора необходимо учитывать кор-
невую чувствительность характеристического уравнения системы. 

Определение 6. Пусть мы контролируем V наибольших парамет-
ров 

1 2
, , ,

vi i i   , регулятора и в результате контроля убеждаемся, что 

все контролируемые параметры не выходят за допустимые пределы. 
Тогда мы будем говорить, что с вероятностью р(v)система работоспо-
собна, причем р(v) < 1 определяется следующим соотношением: 

   1

1

v
jj

m
jj

v
p v

v









, (10) 

где m — общее число нестабильных параметров; 
i j

jv T , если сре-

ди корней характеристического уравнения системы нет кратных 

(
q

T  определена выше), либо 1 jj iv  , если есть кратные корни. 

Пример. Рассмотрим автоматическую систему управления, изо-
браженную на рис. 1. 

Структурные блоки в схеме имеют следующую природу: 

  1
1

11

k
K p

T p



 — магнитный усилитель; 

  2
1 ' '' 2 ''' 3

2 2 31

k
K p

T p T p T p


  
 — блок управления; 

  3
3

31

k
K p

T p



 — гидравлический усилитель; 

  4
4

k
K p

p
  — силовой гидропривод. 

5k  — жесткая обратная связь. 

K1(p) K2(p) K3(p) K4(p)

k5 

x 

 
Рис. 1. Структурная схема системы управления 
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Характеристическое уравнение системы управления имеет сле-
дующий вид: 

       6 5 4 3 2
2 2 1 1 0 08,47 94,2 510 0.F p p p p p a p a p a           

В системе имеются три нестабильных параметра: 

     2 2 2 1 1 1 0 0 0442 ; 144, 4 ; 4,68a a a           . 

В исходном (невозмущенном) состоянии векторный параметр 
имеет вид 

   0 1 2 00 0, 0, 0        . 

При этом корни характеристического уравнения (принято р = х) 
равны: 

0 0 0 0 0
1 2 3 4 5,60,005; 0, 47; 5,53; 0,47 8,66x x x x x j          . 

т.е. мы имеем второй случай, так как среди корней есть кратные. 
Составим вектор относительной чувствительности

i
Ф .В силу 

формулы (6)      
0 1 210 11 12, , Ф Ф Ф       . 

Так как у корня 2x кратность 2 = 2, то имеем 

 
0
2 0

0
1 0 20 2

02
2 02

2

( ,  )
1

; 0 0,0,0 ; 0,47; 0,1 , 2.
Re 

( , )

i
i

F
x

x i
x F

x
x








      






 

Находим 
 2

10 11 12

0, 471 1
; 0, 47 ; 

0, 47 0, 47 0, 47
a a a     ,  

где 

 2

12 0
2( , 0)Fa x

x





. 

В силу определения 4, не вычисляя а, можно утверждать, что 

0 1 2
Ф Ф Ф     и, таким образом, 0 1 2    . 

Предположим, что контролируемым является один параметр 0  
(наибольший из всех). Определим при v = 1 вероятность р(v) того, что 
система будет работоспособна (при условии, что контролируемый 
параметр 0  не выходит за заданные границы). В соответствии с оп-

ределением 6 имеем: 

 
  

0
2 2

0

1 0, 6
1 0, 47 0, 47ii

V a
p

v a

  
 

. 
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В том случае, если контролируемыми параметрами являются 0  
и 1 , вероятность работоспособности системы равна: 

  
 2

(1 0, 47)
2 0,8

(1 0,47 0,47 )

a
p

a


 

 
. 

Как видно, вероятность работоспособности рассматриваемой ав-
томатической системы выше при двух контролируемых параметрах, 
чем при контроле одного параметра системы. 

Выводы. Таким образом, предложенный способ отбора множе-
ства контролируемых параметров обеспечивает оценку работоспо-
собности автоматических систем. 
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ФУНКЦІОНАЛЬНІ ЗАЛЕЖНОСТІ ДЛЯ МЕТОДІВ 
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛІННЯ 

У статті розглядається ідея розширення методів типу внут-
рішньої точки з скінченновимірного на нескінченновимірний 
випадки, досліджуються труднощі, пов’язані з застосуванням 
двоїстих методів скінченновимірних задач оптимізації, крите-
рії оптимальності. 

Ключові слова: задачі оптимального управління, критерії 
оптимальності, множники Лагранжа. 

Вступ. За останнє десятиліття, методи чисельного розв’язання 
задач оптимального управління досягли досить високого рівня склад-
ності. Сучасні методи здатні розв’язувати важливі класи великомас-
штабних реальних проблем життя в науці і техніці. У загальному ви-
користовують два види методів: (а) прямі методи, які в основному, 
базуються на деяких надійних коллокаціях, в тому числі спеціальних 
параметризаціях управління, і (б) непрямі методи, які, як правило, 
базуються або на декількох методах, або методах адаптивної колло-
кацій. Кожного разу, коли необхідні умови Ейлера-Лагранжа дають 
достатній опис проблеми, то доведено, що непрямі методи приводять 
до оптимального розв’язку. Проте вони вимагають досить детальних 
апріорних знань про послідовність оптимальних траєкторій.  

На відміну від цього прямі методи можуть обходитися без цих 
серйозних обмежень, але мають тенденцію, що це потім призведе до 
неоптимального розв’язку. З цієї причини, гібридні методи комбіну-
ють: на першому кроці, використовують деякий прямий метод до тих 
пір, поки спеціальні параметризовані змінні керування не забезпечать 
грубе наближення послідовності до оптимального розв’язку; потім на 
другому кроці, працює непрямий метод, щоб вирішити нарешті про-
блему з високою точністю.  

Потрібне розумне поєднання підходів функціонального аналізу, 
що реалізує ідеї прямих і непрямих методів в просторах з нескінчен-
ною розмірністю, а не в скінченовимірних — в противагу від вище-
згаданих гібридних методів. Є декілька можливостей такого розши-
рення. Справжнім методом для функціонального простору був метод 
запропонований в роботі [2]. Але, реалізація скінченнопросторового 
методу внутрішньої точки в межах запропонованого ними методу 
передбачає розв’язання послідовності дискретних задач на кожній із 
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послідовнотоншій сітці. Така процедура постраждала б від серйозних 
труднощів при наявності розривів змінних керування. 

Ми звертаємося до центрального шляху у функціональному 
просторі, як математичного поняття і отримуємо основні теоретичні 
викладки роботи. Проаналізуємо труднощі, пов’язані з застосуванням 
двоїстих методів скінченновимірних задач оптимізації на випадок 
задачі оптимального управління в функціональних просторах та за-
пропонуємо шляхи подолання цих труднощів.  

Виклад основного матеріалу. Нехай u yX X X   — функціо-

нальний простір над областю : [0,1]  . Припустимо, що uy X  для 

yy X . Будемо використовувати розклад ( , )x u y  як взаємозамінну 

для елементів з простору X. Припустимо, що : yu
nnR R R   , 

: y yu c
n nn nc R R R R   , : y y r

n n nrc R R R   і : u un mug R R  при-

наймні двічі, а : y yn myg R R  принаймні тричі неперервно диферен-

ційовні за Ліпшицем.  
Розглянемо задачу оптимального управління 

( ( ), ( )) minu t y t dt


   

при обмеженнях 
( ( ), ( ), ( )) 0c u t y t y t  , 

( (0), (1)) 0rc y y  , 

( ( )) 0ug u t  , 

( ( )) 0yg y t  . 
Для компактніших аналітичних функціональних позначень, ви-

значимо функціонал 

( ) ( ( ), ( ))J x u t y t dt


   

і оператор обмежень рівнянь с на просторі X  
( )

( ) :
( (0), (1))r

c x
c x

c y y

 
  
  


, 

де ( )( ) : ( ( ), ( ), ( ))cc x t u t y t y t   для t . 
Оператор нерівностей g на X визначимо таким же чином:  

( )
( ) :

( )

u

y

g x
g x

g y

 
  
  

, 

де ( )( ) : ( ( ))u ug u t g u t  і ( )( ) : ( ( ))y yg u t g y t  для t . 
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Тоді сформульовану вище задачу оптимального управління мо-
жна записати як задачу відшукання 

( ) minJ u   
при обмеженнях 

( ) 0c x  , 

( ) 0g x  . 

Зауважимо, що обмеження на область : [0,1]   покладається ли-
ше для зручності викладок, оскільки будь-яка область легко зіставляєть-
ся з нею за допомогою афінних перетворень. Це справедливо і для задач 
оптимального управління з невідомими на час, де ми визначимо [t0, T], 
щоб ввести t0 і T в ролі нових скалярних параметрів управління. 

Необхідні умови оптимальності вперше сформулювали Каруш, 
Куна та Таккер в контексті задачі нелінійного програмування. Необ-
хідні, так само як і достатні умови оптимальності, потім були дані в 
різних формах рядом дослідників для нескінченновимірних задач. У 
порівнянні з скінченновимірними випадками, необхідні сильніші при-
пущення, щоб гарантувати існування множників Лагранжа для нескін-
ченновимірних задач. 

У самому загальному випадку задача оптимізації може бути 
сформульована так: 

arg min ( ) J x  
при обмеженнях 
 ( )g x K ,  (1) 
де J — функціонал визначений в дійсному банаховому просторі X, 
g — відображення з X в дійсний банахововий просторі Z і K — опук-
лий замкнений конус в Z. Оскільки будь-який замкнутий опуклий 
конус K Z  визначає частковий порядок на Z, ми будемо писати 

1 2z z , якщо 2 1z z K  . Нехай  *: : , 0,  K l Z l k k K      

спряжений конус до K. Функціонали J і g вважаються двічі непере-
рвно диференційовними за Фреше.  

Точка x X  називається регулярною, якщо 
0 int( ( ) ( ) ),g x g x X K    

де через int позначено топологічну внутрішність. 

Теорема 1. (Необхідні умови) Нехай х — регулярний розв’язок 
задачі (1). Тоді існує деякий елемент l K + такий, що  

( ) ( )* 0J x g x l   , 

 , ( ) 0l g x  . (2) 

Теорема 2. (Достатні умови) Нехай х — регулярний розв’язок зада-
чі (1) і існує множник Лагранжа l K + такий, що ( ) ( )* 0J x g x l    і 
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, ( ) 0l g x  . Покладемо ( ) ( ) , ( )L x J x l g x  . Припустимо, що існу-

ють 0   і 0   такі, що 

 2( ) , || || ,L x h h h   (3) 

для всіх    g x h K IRg x    і , ( ) || ||l g x h h  . Тоді існує окіл U 

точки х такий, що х буде єдиним локальним розв’язком задачі (1) в U. 
Зазначимо, що умов теореми 2, взагалі кажучи, не достатньо для 

задач оптимального управління, оскільки найчастіше розв’язок х* 

регулярний тільки, якщо X L , але *( )L x  є обмеженим тільки, 

якщо 2L X . Це показано в наступному прикладі. 

Приклад 1. Розглянемо задачу оптимізації 
21 u  

при обмеженнях 
1 1.u    

Оптимальним є тривіальний розв’язок * 0u   при повністю не-
активних обмеженнях і, отже, множники Лагранжа перетворюються в 
нуль: 1 2 0   .  

Теорема 1 передбачає регулярність  
* *

00 int( ( ) ( ) )g u g u X K    
з ( ) ( 1, 1 ) Tg u u u    і : {( , ) : 0, 0}TK a b a b    для того, щоб гаран-
тувати існування множників Лагранжа, які задовольняють умови Ка-
руша-Куна-Таккера (2). Тут  

       : int 0 0 1 ,1 : , 0, 0 .
T

u uU g g X K v a v b v X a b            

Для того, щоб 0 був в середині U параметри 0v X  і ,a b K  
повинні бути такими, що 

1
2

1
a

a b
b

v a є
a b є є

v b є

  
    

    
для кожного , (0, )a bє є B   з досить малим значенням ρ. Тому *u ре-

гулярний тоді й тільки тоді, коли uX L .  

З іншого боку, теорема 2 вимагає, щоб в цьому випадку 
*( )L u  

була додатньовизначена на всьому просторі uX . Починаючи з 
2
2(0)( , ) 2 || || ,L h h h   це задовольняє дану вимогу тільки тоді, коли 

2 uL X , що протирічить вимозі uX L  регулярності *u . Таким 
чином, теорема 2 не застосовується.  
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Ці дві розбіжності норми можуть бути вирішені за допомогою 
двох різних норм самого простору і умови коерцитивності (3).  

Теорема 3. (Достатні умови) Нехай х є регулярною точкою для за-
дачі (1). Припустимо, що J  і g  визначені і двічі неперервно диференці-

йовані по Фреше на деяких великих просторах pX X . Нехай викону-

ються умови (2) і ( ) ( ) , ( )L x J x l g x  . Припустимо, що 0   і 0   

такі, що 2( ) , || ||pL x h h h   для всіх ( ) ( )g x h K IRg x    і 

, ( ) || ||pl g x h h  . Тоді існує окіл U точки x в pX  такий, що x є єди-

ним локальним розв’язком задачі (1) на U.  
Крім визначення характеристик розв'язку, множники Лагранжа, 

що пов'язані з оптимальною точкою х* в співвідношеннях Каруша-
Куна-Таккера, можна інтерпретитувати як чутливість цілої функції 
щодо порушення відповідних обмежень. 

Технічно, при відповідних припущеннях, можна показати, що, 
якщо х* є розв’язком (1) з відповідним множником Лагранжа l, то 
при досить малих збуреннях z Z  існує відображення ( )z x z  та-

ке, що ( )x z  забезпечує 

min ( )J x
 при обмеженнях 

 ( ) .g x z K   (4) 
Крім того, похідною оптимального значення збуреної задачі (4) 

є 0( ( ))z zJ x z l  . Зокрема, ця рівність є основою для побудови ви-

важеної оцінки похибки адаптивних методів спеціально для задач 
оптимізації [4]. 

Крім того, разом з перетворенням в нуль множників Лагранжа 
(слабо) активних обмежень це може свідчити про неоднозначність 
розв’язку. 

Приклад 2. Розглянемо задачу оптимізації  
min (1)y

 при умові (0) 0, 1  y u  , , max(1 3 ,0,3 2)  y u y t t     з очевидним 
розв’язком 

2
max 0,

3
y t

   
   

і 
2

0, ,
3
2

1, ,
3

  

  

t
u

t

  
 

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та відповідними множниками Лагранжа 

2
0, ,

3
2

1, ,
3

  

  

t

t



  
 


 0r  , 
u  , 

2

3

,y   

які задовольняють необхідні умови (2). Той факт, що множники Лаг-
ранжа перетворюються в нуль на цілому відрізку [0, 2/3) означає, що 
розв’язок не є єдиним і управління можуть бути змінені без зміни 
значення цільового функціоналу. Фактично, всі можливі управління 

u  з 

2

3

0

0udt   є оптимальними розв’язками.  

Однак, слід зазначити, що множники Лагранжа можуть також 
перетворитися в нуль при єдиному розв'язку і, таким чином, це не 
означає неоднозначність. Якщо значення цільового функціоналу в 
даному випадку збільшується досить повільно, то розв’язок не змі-

нюється (за винятком функції u  на [2/3, 1]), але він буде єдиний. 

Висновки. Розширення методів типу внутрішньої точки з скін-
ченновимірного на нескінченновимірний випадки відбувається не 
зовсім просто: зрештою, поняття логарифмічної бар'єрної функції 
більше немає сенсу в нескінченновимірному налаштуванні. На щастя, 
версія взаємозалежності методу внутрішньої точки, в тому числі по-
няття центрального шляху, природним чином переноситься на не-
скінчену розмірність. Однак, деякі застережливі теоретичні мірку-
вання необхідні: відома невідповідність з двома нормами (див. [3]) 
настійно рекомендує використання різних норм для обробки диферен-
ційовності, з одного боку, і опуклості з іншого боку. 
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ПРО СТІЙКІСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ЛІНІЙНОГО АВТОНОМНОГО 
СТОХАСТИЧНОГО РІВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ  

ІЗ ЗОВНІШНИМИ ВИПАДКОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ 

Доведено існування сильного розв'язку лінійного дифузійного 
стохастичного диференціального рівняння з частинними похід-
ними (ЛСДРзЧП) у відповідному просторі із зовнішними випад-
ковими збуреннями. Отримано достатні умови в термінах коефі-
цієнтів ЛСДРзЧП асимптотичної стійкості й нестійкості в серед-
ньому квадратичному сильного розв’язку цього рівняння. 

Ключові слова: стохастичне рівняння в частинних похід-
них, стійкість в середньому квадратичному, асимптотична 
стійкість. 

Вступ. Дослідженню детермінованих рівнянь з частинними по-
хідними присвячено велику кількість робіт, які вказані в монографіях 
[1–3; 17], і не менша кількість робіт вітчизняних і закордонних вче-
них була опублікована в кінці ХХ — на поч. ХХІ ст. 

Після введення поняття стохастичного диференціала та інтегра-
ла, заміни змінних для стохастичного диференціала, визначення си-
льного розв’язку стохастичного диференціального рівняння (СДР) у 
відомих монографіях [4–6] та їх подальше поширення на класи стоха-
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стичних диференціально-функціональних рівнянь [7–9] (див. наведе-
ну велику бібліографію в цих роботах) стало можливим дослідження 
асимптотично сильного розв’язку для СДРзЧП (див., наприклад, ро-
боти [5; 10–12; 16; 18] та ін.) 

Подальше дослідження СДРзЧП йшло шляхом створення мате-
матичних моделей складних реальних систем, які вимагають врахо-
вувати випадкові параметри в цих рівняннях (див. [6; 7; 12; 13] та ін). 

Дана робота присвячена дослідженню асимптотичної поведінки 
сильного розв’язку ЛСДРзЧП з урахуванням випадкових параметрів 
у правій частині [10; 12]. 

§ 1. Постановка задачі. Розглянемо стохастичний експеримент 
з базовим імовірнісним простором [1; 4; 5; 7]  , , F,F,P  

 , 0t t FF  — фільтрація, де задана функція  , ,u t x  , яка є вимір-

ною з імовірністю одиниця за t  і x  відносно мінімальної  -алгебри 

  10, ,TB R  борельових множин на площині [13] та для якої 

   2
, , ,u t x dx





  E  (1) 

для всіх  0,t T ,  E  — математичне сподівання [14],  0,T   . 

Простір функцій   , ,u t x  , що мають властивість інтегровності (1), 

позначимо через TM . 

Уведемо норми [6; 15]: 

    
12

2 2
, , , , ;

L
u t x u t x dx 





 
R

 (2) 

    
2

2 2

0

, , , , ;
T

T

L
u t x u t x dt    (3) 

    
12

2
, , ,u L

t u t x    
 R

E E  (4) 

де через 12L R  і 2TL  позначені простори функцій   , ,u t x  , які ма-

ють відповідні норми (2) і (3). 
У просторі TM  треба ввести норму вигляду 

    
2

2 2

0 0

, , ( ) , ,
T T

uu t x t dt u t x dx dt 




 
   

  
  E E . (5) 

Позначимо через  



Серія: Фізико-математичні науки. Випуск 10 

199 

  
1 1

, ,
n m

k j
kj

k j

Q A q p a q p
 

 , (6) 

де  kjA a  — дійсна матриця розмірності n m , складена з елемен-

тів 1
kja R . 

У просторі TM  розглянемо підпростір 1T TM M , для елемен-

тів якого справджується включення 

  , , , , TQ A u t x
t x

      
M , (7) 

де   1

, 1

n

kj k j
A a


 R . 

Далі розглянемо на  , F,F,P  задачу Коші для лінійного сто-

хастичного диференціального рівняння з частинними похідними 
(ЛСДРзЧП) вигляду 

 

      

, , ( , , ) , , ( , , )

,
, , , , ,

Q A u t x Q B u t x
t t x t x

dw t
Q C u t x

t x dt

 


   

                     

      

 (8) 

    0
0

, , , ,
t

Q A u t x Qu
t x




      
, (9) 

де Q  визначено (6), матриці   ,

, 1

k n

ij i j
B b


 , 1

ijb R ;   ,

, 1

k n

ij i j
C c


 , 

1
ijc R , де     — берова функція [13] з областю значень 1R , 

    — випадкова величина, яка задана щільністю  p x  (або функ-

цією розподілу     1:F x x x      P R  [14]),  ,w t   — одно-

вимірний вінерів процес [11], при цьому     не залежить від  ,w t  . 

Під сильним розв’язком задачі Коші (8), (9) будемо розуміти 
неперервну з імовірністю одиниця за  0,t T  функцію  , ,u t x  , 

узгоджену з фільтрацією   , 0,t t TF  і таку, що з імовірністю 

одиниця для кожної пари  ,t x  задовольняє інтегральне стохастич-

не рівняння [1; 4; 11] 
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 

    

0
0

0

, , ( , , ) , , ( , , )

, , ( , , ) ,

t

t

Q A u t x Qu Q B ds u s x
t x x

Q C ds u s x dw s
x

 

    

               

    




 (10) 

з початковими невипадковими умовами (9). 

§ 2. Існування розв’язку задачі Коші для ЛСДРзЧП (8)–(9) у 
просторі 1TM  

Для встановлення факту існування сильного розв’язку задачі 
Коші для (8)–(9) доведемо спочатку допоміжний результат. 

Лема 1. Перетворення Фур’є за x  для функції  , ,u t x   

    1
, , , ,

2
i xv t e u t x dx  








   (11) 

не виводить її з простору TM  для довільного скінченного 1T R . 

Доведення. Існування перетворення Фур’є випливає з того, що 

 , ,u t x   з імовірністю одиниця належить 12L R  для довільного 

 0,t T  та  

   2
, , 0u t

u t x dx N
N






     
  


E
P  

при N   . 
Згідно з теоремою Планшереля [16] маємо  

   2 21
, , , ,

2
v t d u t x dx   



 

 

  , 

тобто 
1 12 2

1

2L L
v u




R R

, а, отже,    1

2
v ut t


E E . 

Тоді, згідно з означенням норми в просторі TM , будемо мати 

1

2T T

v u



M M

, що й доводить лему 1. 

Теорема 1. Нехай для задачі Коші (8), (9) виконуються умови: 

1) корені полінома      , , , , ,P i Q A i Q B i         для довіль-

ного 0   задовольняють нерівність  Re 0    ,  0 0  ; 

2)  0,t T   і 0k nC   детерміноване рівняння 
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    , , , , , , 0Q A u t x Q B u t x
t t x t x

                     
   (12) 

має розв’язок  ,u t x  задачі Коші в 12L R  з початковими умовами 

    0, , ,Q A u t x Qu
t x

      
  ; (13) 

3) випадкова величина     не залежить від  ,w t  . 

Тоді стохастична задача Коші (8), (9) при 0k nC   має розв’язок 

у просторі 1TM . 

Доведення. Оскільки перетворення Фур’є [1] зберігає норму в 

1TM  за лемою 1, то достатньо довести існування сильного розв’язку за-

дачі Коші лінійного СДР для  , ,v t   , заданого формулою (11), а саме 

 
   

      

, , , , , , , ,

,
, , , , .

d d d
Q A i v t Q B i v t

dt dt dt

dw td
Q C i v t

dt dt

     


     

         
    

   
 

 (14) 

Зауважимо, що для довільної дійснозначної матриці   ,

, 1

k n

ij i j
D d


  

маємо включення   1, , , , T
d

Q D i v t
dt

     
 

M  і розв’язок  , ,v t    

ЛСДР (14) при кожному 0   існує та єдиний з точністю до стохас-
тичної еквівалентності [3; 5; 8]. ЛСДР (14) слід тлумачити як інтегральне 
стохастичне рівняння 

       0
0

, , , , , , , ,
td

Q A i v t Qv Q B ds i v s
dt

          
    

      
0

, , , , ( , ),
t

Q C ds i v s dw s         

для якого виконуються умови, що гарантують існування та єдиність 
сильного розв’язку з точністю до стохастичної еквівалентності [7, 
с. 266–270, теорема 4.1]. 

Позначимо через  ,H t   фундаментальний розв’язок детермі-

нованої однорідної незбуреної задачі Коші (12), (13) для ЛСДРзЧП 
(8), (9) при 0k nC  , тоді сильний розв’язок ЛСДР (14), (13) можна 

записати у вигляді інтегрального рівняння [9; 19] 
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             0
0

, , , , , , ,
t

v t v t H t s Q C ds i v t           , (15) 

де  0 ,v t   — розв’язок однорідної незбуреної задачі Коші 

   , , , , , , , , 0
d d d

Q A i v t Q B i v t
dt dt dt

     
         

    
. 

Згідно з [1], фундаментальний розв’язок  ,H t   має вигляд 

    
1

,
,2

te d
H t

P i

 
  

  , (16) 

де  — контур, що охоплює всі нулі многочлена  ,P i  . 

Застосувавши випадковий оператор     , ,Q C dt i     до 

обох частин (15), отримаємо 

             

               

0

0

, , , , , , ,

, , , , , , , , .
t

Q C dt i v t Q C dt i v t

Q C dt i H t s Q C ds i v s dw s

          

           

 

 
 (17) 

Розглянувши квадрат модуля величини лівої та правої частини 

рівняння (17) та використавши нерівність  2 2 2
2a b a b   , в 

результаті одержимо 

 

      

      
      

         

2

2

0

0

2

, , , ,

2 , , ,

2 , , ,

, , , , , .

t

Q C dt i v t

Q C dt i v t

Q C dt i H t s

Q C ds i v s dw s

     

    

    

      



 

  




 (18) 

Позначимо через  

         2
, , , , ,z t Q C dt i v t       E , 

де  E  — операція математичного сподівання [14]. Далі, застосува-

вши операцію  E  до лівої та правої частини нерівності (18), врахо-
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вуючи властивість інтеграла Іто стосовно обчислення  E  від квад-

рату інтеграла Іто [7, c. 245–249] 

      
2

2

0 0

, ,
t t

f t dw s f s ds 
 
   
  
 E E , 

та враховуючи умову III) теореми 1, одержимо таку нерівність 

 

         

        

2 2
0

2 2

0

, 2 , , ,

2 , , , , , .
t

z t Q C dt i v t

f s Q C ds i H t s z s ds

     

   

 

 

E

E
 (19) 

Умова I) теореми 1 дає можливість одержати нерівність [1] 

       
2 2

, , , ,E Q C dt i H t s L       

а умова II) визначає рівномірну обмеженість 

       
2 2

0, , ,Q C dt i v t K     E . 

Отримані вище нерівності дають оцінку 

   
0

, ,
T

z t K L z s ds    , 

звідки, згідно з нерівністю Гронуолла [1], будемо мати експоненціа-
льну оцінку 

      , 0, 0,Ltz t Ke t T      . (20) 

Таким чином, гарантується включення 

       , , , , TQ C dt i v t      M . (21) 

Залишилось отримати включення (21) для довільної дійсної мат-

риці   ,

, 1

k n

ij i j
D d


 . 

Дійсно, застосувавши випадковий оператор        , ,Q D dt i  

до (16), аналогічно вищевикладеним міркуванням, можна записати не-
рівність 

        2 2
, , , ,Q D dt i v t      E E  

        
2 2

0, , ,Q D dt i v t     2E  (22) 
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         
2 2

0

2 , , , , ,
t

Q D dt i H t s z s ds      E   

де інтеграл, як функція верхньої межі інтегрування за  0,t T , існує. 

Отже, враховуючи оцінку (20) та умову I), отримаємо тверджен-
ня теореми 1. ■ 

§ 3. Асимптотична поведінка в середньому квадратичному 
сильного розв’язку ЛСДРзЧП 

Спочатку доведемо допоміжне твердження.  

Лема 2. Нехай для ЛСДРзЧП (8), (9) виконуються умови теоре-
ми 1. Тоді: 1) для довільної матриці 0k nC   має місце включення 

          
2

2, 0,, , ,Q C dt i H t L     E , (23) 

2) для відповідної норми цього простору справджується рівність 

 

       

     

 
 

2

2 2

2 2

2

, , ,

, ,
1

.
2 ,

TL
Q C dt i H t

Q C i i
d S

P i i

    

    
 

  







 

E

E  (24) 

Доведення. 1) Використовуючи умову I) та формулу (16), можна 
отримати рівність 

      
 0

, ,1 1
, , ,

2 2 ,
i t Q C i i

Q C dt i H t e
P i i

  
 

   


     (25) 

та, домноживши на    2
  E  ліву та праву частину (25), отри-

маємо твердження (23).  
Для доведення (24) застосуємо теорему Планшереля [1]: 

   
 

 
 

 
2 0,

2
2

12

, ,1
, , ,

2 ,
L

Q C i i
Q C dt i H t d S

P i i

 
   

  





  . 

Домноживши ліву та праву частину отриманої рівності на 

   2
  E , отримаємо  S   у формулі (24). ■ 

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1. Тоді: 
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1) якщо  sup 1S


  , тоді  lim 0U
t

t


E , де  

      , , , , , ,U t x Q D u t x
t x

          
 

для довільної дійснозначної матриці D ;  
2) якщо   1S    на множині міри Лебега, тоді  lim U

t
t


 E . 

Доведення. Спочатку зауважимо, що з нерівності (18), внаслідок 
прямування до нуля додатного ядра при t   , випливає пряму-

вання до нуля  ,z t   при   1, 0S    . 

I) Якщо в (24) виконується нерівність   1S   , тоді легко бачити 

прямування до нуля при t    модуля перетворення Фур’є  , ,U t x   

при довільній дійснозначній матриці D  [19]. При цьому прямування є 
рівномірним відносно  , якщо  sup 1S


  . Залишилося перейти до 

границі під знаком інтеграла Лебега і перша частина теореми 2 доведена. 
Для доведення другої частини теореми 2 достатньо довести, що 

 lim ,
t

z t d 





  , оскільки має місце (24). 

Дійсно, нехай   1S    на   додатної міри Лебега, тоді 

 lim ,
t

z t 


  , оскільки  , 0z t   . Теорема 2 доведена. ■ 

§ 4. Задача втрати стійкості стрижня. У праці [12] досліджу-
ється поведінка стрижня, на який діє «білий шум». Математичною 
моделлю цього процесу будемо вважати стохастичне диференціальне 
рівняння в частинних похідних з похідною від вінерового процесу, 
яка з імовірністю одиниця не існує й названа «білим шумом», а саме 

 
4 2 2 2

4 2 2 2

( , )u u u u u dw t
a b c

t dtx x t x

    
   

   
, (26) 

де , , 0a b c   з початковими умовами 

    10, ,u x f x  
   2

0,u x
f x

t





 (27) 

та крайовими умовами 

            2 2

2 2

,0 , ,0 ,
,0 , 0.

u t u t l u t u t l
u t u t l

x x x x

   
     

   
 (28) 
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Аналогічно до дискретного випадку [3] визначають статистич-

ний запас стійкості 2
aS  за параметром a , як найбільш допустиму ін-

тенсивність процесів з взаємно незалежними значеннями, при якій 
система стійка в l.i.m., тобто розв’язок стабілізується до нуля.  

Тоді можна обчислити статистичний запас стійкості [9; 12] 
1 2k kS  

системи (26)–(28) 

 
 

1 2 1 2 1 2
0

,km

k k k k k k
k

u t x
S a

t x




 
  (29) 

за параметрами 
1 2k ka , 1 2k k k  . 

Якщо позначити     21

1 2

0

,
m

kk
k k

k

P a i   


  , тоді статистичний 

запас стійкості 
1 2k kS  системи обчислюється за формулою 

 
 

1 2

1 2

1

1
sup

2 ,

k k

k kS d
P i

 


  






 
 
  

 . (30) 

Використовуючи вищенаведене твердження (30), знайдено [9] ста-
тистичний запас стійкості aS  за параметрами , ,a b c  системи (26)–(28) 

 

 

1

2

24 2 2 2 2

1
sup 2

2

d
S ac

a b c

 
    






 
   

    
 . (31) 

Таким чином, система (26)–(28) є стійкою в l.i.m., для якого 
2 1ac  . 

Нехай на систему (26)–(28) діють зовнішні випадкові «збу-

рення» типу       на праву частину СДРзЧП (26). Ця ситуація 

може виникнути, якщо система розташована на платформі, рух 

якої диктується зовнішніми збуреннями      . Тоді (26) буде 

мати вигляд 

 

  

4 2 2

4 2 2

2

2

( , )
.

u u u u
a b c

tx x t

u dw t

dtx

  

   
   

  





 (32) 

Використовуючи означення статистичного запасу стійкості для 
системи (31), (27), (28), маємо 
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    

 
  

1

2
2

24 2 2 2 2

2

1
sup

2

2 .

d
S

a b c

ac



   
    

 






 
   

    



E

E

 (33) 

Застосовуючи достатні умови асимптотичної стійкості в l.i.m. 
теореми 2, приходимо до висновку, що система (31), (27), (28) є стій-
кою в l.i.m., якщо  

   2 2 1E ac   , (34) 

та нестійкою в l.i.m., якщо в (34) поміняти знак на протилежний. 

4.1. Нехай     має закон розподілу 

    1
: : 1

2
P P       1  

та          . Тоді   0 E ,   1D    й умова (33) збігається 

з умовою (31). 

4.2. Якщо в якості закону розподілу     вибрати пуассоновий 

закон  :
!

k

k e
k

   P  та     , тоді D   E . Отже, 

умова стійкості в l.i.m. системи (31), (27), (28) буде мати вигляд 
2 1ac  , а нестійкості, відповідно, 2 1ac  . 

4.3. Нехай     розподілена рівномірно на  0,1 , тобто 

   
 

1, 0,1 ,

0, 0,1 .

x
p x

x
     

 

Відомо, що 
1

2
M  , 2 1

3
M  . Якщо     , тоді умова 

стійкості в l.i.m. системи (31), (27), (28) набуде вигляду 
3

2
ac  , а не-

стійкості 
3

2
ac  . 

Висновок. Запропонована у цій статті стохастична модель склад-
них систем, напевно, є першою спробою врахування в повному обсязі 
випадковостей при дослідженні реальних процесів, що описуються 
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диференціальними рівняннями з частинними похідними, у правій час-
тині яких враховуються не тільки дифузійні збурення типу броунівсь-
кого процесу [5; 10; 18; 19], але й випадкові збурення інших типів. 
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conditions of the asymptotic stability and instability in the mean square of 
the strong solution of such equation. 

Key words: stochastic equation with partial derivations, stability in 
the mean square, asymptotic stability. 

Отримано: 27.02.2014 
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