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I. Г. Крикун

Явище Пеано для стохастичних рiвнянь з локальним
часом

(Представлено академiком НАН України О. М. Ковальовим)

За наявностi в початковiй точцi явища Пеано для вiдповiдної задачi Кошi отримано
умови слабкої збiжностi мiр, породжених розв’язками стохастичних рiвнянь з локаль-
ним часом, до мiри, зосередженої на екстремальних розв’язках вiдповiдної задачi Кошi
у випадку, коли коефiцiєнт дифузiї прямує до 0.

У роботi розглядається стохастичне рiвняння з локальним часом та малою дифузiєю

ξε(t) = βLξε(t, 0) +

t∫

0

b(ξε(s)) ds + ε

t∫

0

σ(ξε(s)) dw(s), t ∈ [0, 1], (1)

i дослiджується слабка збiжнiсть при ε → 0 мiр, породжених розв’язками цього рiвняння.
Встановлено, що граничною мiрою є мiра, зосереджена з певними вагами на екстремальних
розв’язках задачi Кошi

ẏ(t) = b(y(t)), y(0) = 0, (2)

i отриманi формули для обчислення цих ваг. Питання про збiжнiсть мiр, породжених роз-
в’язками стохастичних рiвнянь Iто з малою дифузiєю виду

xε(t) =

t∫

0

b(xε(s)) ds + εw(t),

при ε→ 0 до мiри, що зосереджена на розв’язку задачi (2), за умови єдиностi цього розв’яз-
ку, розглянуто в кiлькох роботах, серед яких згадаємо [1, 2]. Також розглядався випадок
неєдиностi розв’язку задачi (2) (так зване явище Пеано) [3–7].

© I. Г. Крикун, 2013
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Введемо такi позначення: IA(x) — iндикатор множини A; a+ = max(a, 0); C[0,∞) —
простiр неперервних функцiй f(t), t ∈ [0,∞) з метрикою рiвномiрної збiжностi на компактах
з [0,∞):

ρ(f, g) =
∞∑

N=1

1

2N

sup
t∈[0,N ]

|f(t)− g(t)|

1 + sup
t∈[0,N ]

|f(t)− g(t)| .

Через B позначимо σ-алгебру борелiвських множин цього простору. Ймовiрнiсний простiр
позначатимемо (Ω,ℑ,ℑt,P), ℑt — потiк σ-алгебр, t > 0, (w(t),ℑt) — стандартний одновимiр-
ний вiнерiвський процес. Позначення f(x) ∼ g(x) при x → x0 буде означати асимптотичну
еквiвалентнiсть функцiй f(x) та g(x) при x → x0, тобто має мiсце рiвнiсть

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1.

Функцiя sgn(x) визначається так:

sgn(x) =





1 при x > 0,

0 при x = 0,

−1 при x < 0.

Рiвняння (1) має слабкий розв’язок, якщо для даних функцiй b(x), σ(x) i константи β
iснує ймовiрнiсний простiр (Ω,ℑ,ℑt,P) з потоком σ-алгебр ℑt, t > 0, неперервний семiмар-
тингал (ξ(t),ℑt) i стандартний одновимiрний вiнерiвський процес (w(t),ℑt) такi, що

Lξ(t, 0) = lim
δ→0

1

2δ

t∫

0

I(−δ,δ)(ξ(s)) ds (3)

iснує майже напевно i (1) виконується майже напевно.
Рiвняння (1) має сильний розв’язок, якщо для даних функцiй b(x), σ(x) i константи β

спiввiдношення (1) i (3) виконуються майже напевно на даному ймовiрнiсному просторi
(Ω,ℑ,ℑt, P ) з потоком σ-алгебр ℑt, t > 0, i даним вiнерiвським процесом (w(t),ℑt).

Для коефiцiєнтiв рiвняння (1) введемо таку умову.
Умова (I):
I1. Функцiя b(x) неперервна i точка ноль є її єдиним нулем.
I2. Iснує константа Λ така, що

b2(x) + σ2(x) 6 Λ(1 + x2), σ2(x) > Λ−1.

I3. Функцiя σ(x) не змiнює знак i є функцiєю локально обмеженої варiацiї: для будь-яко-
го N < ∞

sup
−N=x0<x1<x2<···<xk=N

k∑

i=1

|σ(xi)− σ(xi−1)| <∞.

I4. Константа |β| < 1.
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Будемо вважати, що в роботi для функцiї b(x) задачi (2) завжди мають мiсце умови I1
та I2. Тодi задача (2) має принаймнi один — нульовий — розв’язок i всi розв’язки цiєї задачi
проходять через точку (0; 0). З iснування двох рiзних розв’язкiв випливає, що їх нескiнченно
багато. Множину iнтегральных кривих — iнтегральну воронку — позначимо через R. Кожен
розв’язок з iнтегральної воронки можна розташувати мiж двома спецiальними розв’язками,
якi будемо називати екстремальними, — верхнiм y(t) i нижнiм y(t), де y(t) = sup{y(t), y(t) ∈
∈ R}, y(t) = inf{y(t), y(t) ∈ R}.

Вiдзначимо, що якщо b(x)x < 0 для x 6= 0, то задача (2) має лише нульовий розв’язок.
Для iснування ненульового розв’язку (2) необхiдна збiжнiсть хоча б одного з iнтегралiв

δ∫

0

1

b(y)
dy,

0∫

−δ

1

b(y)
dy. (4)

Отже, ненульовi розв’язки (2) iснують у таких випадках:
A1. Функцiя b(x)x > 0 при x 6= 0 i обидва iнтеграли в (4) збiжнi.
A2. Функцiя b(x)x > 0 при x 6= 0 i перший iнтеграл в (4) збiжний, а другий — розбiжний.
A3. Функцiя b(x)x > 0 при x 6= 0 i перший iнтеграл в (4) розбiжний, а другий — збiжний.
A4. Функцiя b(x) > 0 при x 6= 0 i перший з iнтегралiв в (4) збiжний.
A5. Функцiя b(x) < 0 при x 6= 0 i другий з iнтегралiв в (4) збiжний.

Позначимо H(x) =

x∫

0

1

b(y)
dy для x > 0 i K(x) =

0∫

x

1

b(y)
dy для x 6 0. За умови I1 данi

функцiї строго монотоннi. Позначимо через H−1(x), K−1(x) оберненi до них функцiї.
Лема 1. 1. У випадку A1 всi ненульовi розв’язки задачi (2) мають вигляд

yλ(t) = H−1((t− λ)+), λ > 0, (5)

yµ(t) = K−1(−(t− µ)+), µ > 0. (6)

При цьому екстремальними розв’язками є y(t) = H−1(t), y(t) = K−1(−t).
2. У випадках A2 i A4 всi ненульовi розв’язки задачi (2) мають вигляд (5). При цьому

екстремальними розв’язками є y(t) = H−1(t), y(t) = 0.
3. У випадках A3 i A5 всi ненульовi розв’язки задачi (2) мають вигляд (6). При цьому

екстремальними розв’язками є y(t) = 0, y(t) = K−1(−t).
Доведення. Твердження леми випливають з [10, лема 2.2, лема 2.3].
Дослiдження ваг граничної мiри приводить до обчислення виразу

ΓK = lim
ε→0

−Aε(−K)

Aε(K)−Aε(−K)
, (7)

де

Aε(x) =

x∫

0

exp

{
− 2

ε2

z∫

0

(1 + β sgn(v))b((1 + β sgn(v))v)

σ2((1 + β sgn(v))v)
dv

}
dz.

Для обчислення ΓK покладемо

L(x) =

x∫

0

b(y)

σ2(y)
dy.
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Лема 2. Нехай b(x)x > 0 при x 6= 0, для деяких констант d, γ та δ > 0 при x → 0+
має мiсце асимптотична еквiвалентнiсть

L(x) lnγ L(x) ∼ dxδ (8)

та для деяких констант k, θ та µ > 0 при x → 0 — має мiсце асимптотична еквiва-
лентнiсть

L(x) lnθ L(x) ∼ k|x|µ. (9)

Тодi величина ΓK не залежить вiд K i мають мiсце такi твердження:
1. Якщо δ = µ i γ = θ, то

Γ =
1

1 +
1− β

1 + β

(
k

d

)1/δ
.

2. Якщо δ < µ або δ = µ i γ < θ, то Γ = 1.
3. Якщо δ > µ або δ = µ i γ > θ, то Γ = 0.
Доведення. Твердження леми випливає iз формули для Aε(x), [10, формула (2.9), ле-

ма 2.8].
Основнi результати. Вiдомо, що за умов I2 i I4 iснує єдиний слабкий розв’язок рiв-

няння (1) [8, теорема 4.35]. За допомогою зв’язку мiж розв’язками стохастичних рiвнянь
з локальним часом i розв’язками рiвнянь Iто [9] доводиться теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови I2, I3, I4. Тодi рiвняння (1) має єдиний сильний
розв’язок.

Доведення. Твердження теореми випливає iз зв’язку мiж розв’язками стохастичних
рiвнянь з локальним часом i розв’язками рiвнянь Iто [9] та результату [10, теорема 3.2].

Позначимо через µε(A) мiру, породжену процесом xε(·) на просторi (C[0,∞),B).
Теорема 2. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (1) мають мiсце умови I1, I2,

I4, A1, (8), (9). Тодi для мiр {µε} i для будь-якого неперервного обмеженого функцiонала F ,
заданого на просторi C[0,∞), має мiсце рiвнiсть

lim
ε→0

∫

C[0,∞)

F (f)µε(df) = ΓF (y) + (1− Γ)F (y),

де y, y — екстремальнi розв’язки задачi (2), а величина Γ визначена лемою 2.
Доведення. Твердження теореми випливає iз згаданого результату роботи [9] та ре-

зультату [10, теорема 4.1].
При дослiдженнi випадкiв A2–A5 буде застосована теорема порiвняння. Тому тут потрiб-

нi сильнi розв’язки стохастичних диференцiальних рiвнянь.
Теорема 3. Припустимо, що для коефiцiєнтiв рiвняння (1) має мiсце умова (I). У ви-

падках A2 i A4 за умов (8) гранична мiра для послiдовностi {µε} зосереджена на верхньому
екстремальному розв’язку рiвняння (2).

У випадках A3 i A5 за умов (9) гранична мiра для послiдовностi {µε} зосереджена на
нижньому екстремальному розв’язку рiвняння (2).

Доведення. Твердження теореми випливає iз згаданого результату роботи [9] та ре-
зультату [10, теорема 4.3].
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П р и к л ад 1 . Нехай у рiвняннi (1) коефiцiєнти мають вигляд

b(x) =

{
xα1 , x > 0,

−C|x|α2 , x 6 0,
σ(x) =

{
σ1, x > 0,
σ2, x < 0,

зi сталими C > 0, σi > 0, 0 < αi 6 1, i = 1, 2.
Якщо α1 < 1, α2 = 1, то перший з iнтегралiв в (4) збiжний, а другий — розбiжний, тобто маємо

випадок A2 i y(t) = 0 за лемою 1. Аналогiчно, якщо α1 = 1, α2 < 1, то маємо випадок A3 i y(t) = 0.
Якщо 0 < α1, α2 < 1, то має мiсце випадок A1 i

L(x) =





xα1+1

σ2
1(α1 + 1)

, x > 0,

− C|x|α2+1

σ2
2(α2 + 1)

, x < 0.

Тобто мають мiсце умови (8) i (9) з константами γ = 0, d = 1/(σ2
1(α1 + 1)), δ = α1 + 1; θ = 0,

k = C/(σ2
2(α2 + 1)), µ = α2 + 1, а значить, виконуються умови теореми 2.

Отже, маємо:
1) якщо α1 = α2 = α < 1, то

Γ =
1

1 +
1− β

1 + β

(
Cσ2

1

σ2
2

)1/(α+1)
;

2) якщо α1 < α2 6 1, то Γ = 1;
3) якщо α2 < α1 6 1, то Γ = 0.
З теорем 2, 3 маємо, що гранична мiра зосереджена з вагою Γ на верхньому екстремальному

розв’язку i з вагою 1 − Γ на нижньому екстремальному розв’язку вiдповiдної задачi Кошi (2).
П р и к л а д 2 . Нехай у рiвняннi (1) σ(x) має вигляд, як в прикладi 1, а коефiцiєнт зносу дорiвнює

b(x) =

{
xα(| lnx|+ 1), x > 0,

−|x|α, x 6 0,
0 < α < 1.

Тодi має мiсце умова A1 i умови теореми 2. Границю (7) можна обчислити за допомогою леми 2,
оскiльки мають мiсце умови (8) i (9) з константами γ = −1, d = 1/(σ2

1(α + 1)), δ = α + 1; θ = 0,
k = 1/(σ2

2(α + 1)), µ = α + 1.
Згiдно з лемою 2 маємо Γ = 1. Отже, за теоремою 2, гранична мiра зосереджена на верхньому

екстремальному розв’язку задачi Кошi (2).
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И.Г. Крыкун

Явление Пеано для стохастических уравнений с локальным
временем

При наличии в начальной точке явления Пеано для соответствующей задачи Коши полу-
чены условия слабой сходимости мер, порожденных решениями стохастических уравнений
с локальным временем, к мере, сосредоточенной на экстремальных решениях соответст-
вующей задачи Коши в случае, когда коэффициент диффузии стремится к 0.

I.H. Krykun

Peano phenomenon for stochastic equations with local time

We consider measures generated by solutions of stochastic equations with local time and small dif-
fusion. The conditions of weak convergence of these measures to the measure generated by extreme
solutions of the corresponding Cauchy problem, when the diffusion coefficient tends to 0, are obtai-
ned, if the Peano phenomenon for the corresponding Cauchy problem holds.
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УДК 517.9

А.С. Крилова, Г. В. Сандраков

Асимптотичний аналiз спектральної задачi
на дрiбноперiодичнiй сiтцi

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С. I. Ляшком)

Розглянуто усереднення та асимптотичний аналiз спектральної задачi на дрiбнопе-
рiодичнiй сiтцi з перiодичними крайовими умовами. Наведено оцiнку, що є обгрунту-
ванням отриманої усередненої асимптотики. Методом теорiї Флоке побудовано точнi
власнi функцiї i значення задачi на сiтцi. Встановлено вiдповiднiсть мiж усередненими
асимптотиками та точними власними функцiями i значеннями Флоке.

У данiй роботi проводиться усереднення спектральної задачi для рiвнянь другого порядку
на дрiбноперiодичнiй сiтцi, де розглядаються комплекснозначнi власнi функцiї. Випадок
дiйснозначних власних функцiй був дослiджений у [1]. Для поставленої задачi можна ви-
користовувати й iнший пiдхiд за рахунок спектра Флоке, який був розглянутий у [2]. Перш
нiж визначити задачу на сiтцi, розглянемо задачу на перiодично повторюванiй комiрцi, яка
є фрагментом сiтки.

1. Постановка задачi на комiрцi. Визначимо множину Y як об’єднання двох замкну-
тих натягнутих струн σ1 та σ2, якi зв’язанi в їх спiльнiй серединi та мiстяться в прямоку-
тнику Q = [0, 1] × [0, l] ⊂ R

2, де l — фiксоване додатне число. Розглянемо покриття R
2

сiткою таких прямокутникiв, у кожному з яких знаходиться одна й та сама множина Y .
Множину Y будемо називати перiодично повторюваною комiркою сiтки. Прикладом такого
об’єднання струн, якi мiстяться у перiодично повторюванiй комiрцi, є струнний хрест, який
розглянутий у [2, 3]. Струни хреста вважатимемо однорiдними вiдрiзками, розташованими
пiд прямим кутом вiдносно одна одної та такими, що мають одиничний натяг та щiльнiсть
розподiлу мас [3].

Позначимо через C(Y ) множину функцiй u : Y → C, якi є обмеженнями на Y непе-
рервних функцiй, визначених на прямокутнику Q. Функцiю u на струнному хрестi розгля-
датимемо як набiр неперервних звужень функцiї на кожну струну хреста, якi позначенi
через u1(y1), u2(y2) та параметризованi природним чином координатами y1 iз [0, 1], y2 iз
[0, l]. Визначимо iнтеграл як суму iнтегралiв по кожнiй iз струн, помножену на нормуючий
множник l/(l + 1)

∫

Y

u(y) dy =
l

l + 1

( 1∫

0

u1(y1) dy1 +

l∫

0

u2(y2) dy2

)
. (1)

Визначимо C1(Y ) як множину функцiй u : Y → C, якi є обмеженнями на Y функцiй
iз C1(Q), заданих на прямокутнику Q. Простiр L2(Y ) це поповнення простору C(Y ) за
нормою, iндукованою скалярним добутком (u, v)L2(Y ) =

∫
Y

uv dy.
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Функцiональний простiр H1(Y ) є поповненням C1(Y ) за нормою ‖ · ‖H1(Y ), що вiдповi-
дає скалярному добутку 〈u, v〉H1(Y ) =

∫
Y

uv dy+
∫
Y

(∂yu)(∂yv) dy. Множину функцiй u ∈ C1(Y ),

що задовольняють умови перiодичностi

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l),

позначимо через C1
per(Y ). Поповнення множини перiодичних функцiй C1

per(Y ) за нормою
‖u‖H1(Y ) =

∫
Y

|u|2dy +
∫
Y

|∂yu|2dy позначається через H1
per(Y ).

Розглянемо таку Y -перiодичну спектральну задачу на комiрцi: знайти u ∈ H1
per(Y ) таку,

що ‖u‖L2(Y ) = 1 та

−∂2y1u1(y1) = λu1(y1) при y1 ∈ [0, 1], −∂2y2u2(y2) = λu2(y2) при y2 ∈ [0, l],

u1(0) = u1(1), u2(0) = u2(l), ∂y1u1(0) = ∂y1u1(1), ∂y2u2(0) = ∂y2u2(l)
(2)

з умовами неперервностi функцiй та потокiв у вузлах перетину струн

u1

(
1

2

)
= u2

(
l

2

)
,

∂y1u1

(
1

2
+ 0

)
− ∂y1u1

(
1

2
− 0

)
+ ∂y2u2

(
l

2
+ 0

)
− ∂y2u2

(
l

2
− 0

)
= 0.

Слiд зазначити, що умови неперервностi та перiодичностi виконанi автоматично для
u ∈ C1

per(Y ) (i, у вiдомому сенсi [4], для u ∈ H1
per(Y )).

2. Задача на сiтцi. Зменшимо прямокутник Q i струни хреста Y у N разiв, де N
є заданим натуральним числом. Отримаємо множини Qε i Yε iз координатами x′ = εy при
ε = 1/N . Повторимо по перiодичностi прямокутники Qε та отримаємо замкнену область
Ω = [0, 1] × [0, l] ⊂ R

2 iз лiпшицевою границею ∂Ω. На цю область натягнута дрiбноперiо-
дична сiтка Gε в R

2, що є об’єднанням N2 струнних хрестiв Yε. Таке Yε назвемо перiодично
повторюваною комiркою з ребрами довжиною ε та lε. Параметр x′ визначає положення
точки на сiтцi Gε.

Подiбна сiтка розглядається в [4] з довiльними дугами замiсть однорiдних натягнутих
струн. Згiдно з [4], на множинi Gε визначається простiр H1(Gε) функцiй, якi є неперервними
у вузлах та абсолютно неперервними на кожнiй струнi, iз нормою

‖u‖2H1(Gε)
= ε

∫

Gε

(|u|2 + |∂x′u|2) dx′. (3)

Простiр функцiй H1
per(Gε) ⊂ H1(Gε), перiодичних на Gε

⋂
∂Ω, визначається аналогiчно

визначенню такого простору на Y . Надалi функцiю uε ∈ H1(Gε) зручнiше розглядати як
набiр 2N функцiй uε1j(x

′
1j) та uε2j(x

′
2j), визначених на прямих, отриманих перiодичними

продовженнями струн εσ1 та εσ2, якi параметризованi координатами x′1j ∈ [0, 1] та x′2j ∈
∈ [0, l], де j = 1, . . . , N .

Отже, розглядається така крайова спектральна задача на сiтцi Gε: знайти uε ∈ H1
per(Gε)

таку, що ‖uε‖L2(Gε) = 1 та

−ε2∂2x′
1j
(uε1j) = λεu

ε
1j при x′1j ∈ [0, 1], −ε2∂2x′

2j
(uε2j) = λεu

ε
2j при x′2j ∈ [0, l], (4)
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uε1j(0)=u
ε
1j(1), uε2j(0)=u

ε
2j(l), ∂x′

1j
uε1j(0)=∂x′

1j
uε1j(1), ∂x′

2j
uε2j(0)=∂x′

2j
uε2j(l), (5)

де j = 1, . . . , N . Умови перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i потокiв у вузлах пере-
тину струн сiтки Gε, якi визначенi для функцiй uε1j(x

′
1j) та uε2j(x

′
2j), виконанi автоматично,

оскiльки uε ∈ H1
per(Gε). Крiм того, uε1j та uε2j є досить гладкими завдяки елiптичностi цих

рiвнянь.
Задача на сiтцi (4), (5) має тривiальний розв’язок uε = C, де |C| = l−1/2, для влас-

ного значення λε = 0. Щоб виключити такий розв’язок iз розгляду, визначимо простiр
H1

per∗(Gε) = {u ∈ H1
per(Gε) : (u, 1)L2(Gε) = 0} iз нормою ‖u‖2H1

∗ (Gε)
= ε

∫
Gε

|∂x′u|2dx′, яка

еквiвалентна нормi (3) на H1
per(Gε) внаслiдок нерiвностi Пуанкаре. За визначенням, iснують

зчисленнi множини власних значень λ1ε, λ
2
ε, . . . та ортонормованих власних функцiй u1ε,

u2ε, . . . цiєї задачi таких, що αε2 6 λ1ε 6 · · · 6 λsε 6 · · · , з урахуванням кратностi, де α
є деякою додатною сталою та lim

s→∞
λsε = ∞.

3. Спектр Флоке. Вiдмiннiстю комплекснозначного випадку вiд дiйснозначного є мож-
ливiсть знаходження великої кiлькостi точних розв’язкiв, якi описанi в [2] на основi iдеї тео-
рiї Флоке для найпростiшого фрагмента сiтки. Iдеї теорiї Флоке використовувалися ранiше
в [5] при усередненi спектральних задач iз швидкоосцилюючими коефiцiєнтами, де спектр
Флоке iз вiдповiдними власними функцiями називається також спектром Блоха iз вiдпо-
вiдними власними функцiями. Наведемо, наприклад, для непарного N та l = 1 доведену
у [2], таку теорему.

Теорема 1. Для непарного N (N = 2K + 1 з K > 1) спектральна задача (4), (5) має
власне значення λε = 4π2(n−εM)2 при M = 1, . . . , N −1 та n ∈ N, якому вiдповiдає такий
чотиривимiрний власний пiдпростiр:

uε1j = e−i(2j−1)πM
N Aei2π(Nn−M)x1j + ei(2j−1)πM

N C2e
i2π(Nn−M)x1j +

+ e−i(2j−1)πM
N C1e

−i2π(Nn−M)x1j + ei(2j−1)πM
N Ce−i2π(Nn−M)x1j , x1j ∈ [0, 1],

uε2j = e−i(2j−1)πM
N Aei2π(Nn−M)x2j + e−i(2j−1)πM

N C2e
−i2π(Nn−M)x2j +

+ ei(2j−1)πM
N C1e

i2π(Nn−M)x2j + ei(2j−1)πM
N Ce−i2π(Nn−M)x2j , x2j ∈ [0, 1],

де A, C1, C2, C є довiльними комплексними сталими та j = 1, 2, . . . , N .
Випадок парного N дещо вiдрiзняється та детальнiше розглянутий у [2]. Такий пiд-

хiд дає досить “багато” власних функцiй та щiльний спектр при великих N для задачi на
дрiбноперiодичнiй сiтцi. Однак i до такої спектральної задачi можна застосувати теорiю
усереднення для подальшого дослiдження спектра.

4. Побудова та обгрунтування асимптотики. Будувати будемо асимптотику низь-
кочастотного спектра, тобто використовувати власне значення λ0 = 0 задачi на комiрцi (2)
iз власною функцiєю N0(y) = C, де |C| = l−1/2. При побудовi початкових доданкiв асимп-
тотичного розкладення для розв’язкiв задачi (4), (5) будемо дотримуватися принципiв усе-
реднення, сформульованих у роботi [6]. Розклад власної функцiї uε та власного значення
λε задачi (4), (5) шукатимемо у виглядi асимптотичних сум

ua

(
x′,

x′

ε

)
= u0

(
x′,

x′

ε

)
+ εu1

(
x′,

x′

ε

)
+ ε2u2

(
x′,

x′

ε

)
, λa = λ0 + ελ1 + ε2λ2, (6)
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де функцiї u0(x, y), u1(x, y), . . . , якi визначенi при (x, y) ∈ Q × Y , розглядаються при x =
= x′, y = x′/ε, мають роздiленi змiни та є Y -перiодичними за другим аргументом. Такi
функцiї шукатимемо у виглядi ui = Ni(y)vi(x), де завжди Ni ∈ H1

per(Y ). З умов розв’язностi
задач для Ni можна отримати для функцiї v(x), нормованої умовою ‖v‖L2(Ω) = 1, таку
спектральну усереднену задачу:

∂2x1
v(x) + l∂2x2

v(x) + (l + 1)λ2v(x) = 0 при x ∈ Ω,

v(x) = v(x+ li), ∂xv(x) = ∂xv(x+ li) при x ∈ ∂Ω,
(7)

яка доповнена умовами перiодичностi у вiдповiдностi з (4), (5), де позначено l1 = 1 та l2 = l.
Розв’язки цiєї спектральної задачi визначаються зчисленними множинами власних значень

λs = 4π2(l + 1)−1(n2 +m2l−1)

при m, n ∈ N = {1, 2, . . .}, якi упорядкуємо так, що 0 < λ1 6 λ2 6 · · · (iз урахуванням
кратностi, яка може дорiвнювати 2, 4 або 8 залежно вiд l), та власних функцiй vs0(x), якi
матимуть вигляд

l−1/2ei2π(nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(nx1−ml−1x2),

l−1/2ei2π(−nx1+ml−1x2), l−1/2ei2π(−nx1−ml−1x2),

при m, n ∈ N. Вiдомо [7], що λs = 4πsl−1 + O(s1/2) при великих s. У результатi можна
отримати для асимптотики власних значень та функцiй такi зображення:

λsa = ε2λs, usa(x, y) = vs0(x) + ε2N2(y)(∂
2
x1
vs0(x) + λsvs0(x)),

де N2(y) ∈ H1
per(Y ) задовольняє систему рiвнянь

−∂2y1N
1
2 (y1) = 1, −∂2y2N

2
2 (y2) = −l−1,

яка має розв’язок (визначений з точнiстю до постiйної функцiї AN0(y)), що нормується
таким чином, щоб

∫
Y

N0(y)N2(y) dy = 0. Функцiю N2(y) будемо продовжувати по перiо-

дичностi на всю сiтку. Отже, функцiя usa(x
′, x′/ε) є визначеною на Gε. Бiльш того, функцiя

usa(x
′, x′/ε) автоматично задовольняє умови перiодичностi (5) та неперервностi функцiй i по-

токiв у вузлах перетину струн сiтки Gε, оскiльки функцiя vs0(x), визначена на прямокут-
нику Ω, є гладкою та задовольняє умови перiодичностi на Ω, а функцiя N2(y) належить
H1

per(Y ) та є досить регулярною на Y як розв’язок елiптичного рiвняння на хрестi [4].
Обгрунтуванням побудованої асимптотики є нижченаведена теорема.
Теорема 2. Для власних значень λsε та власних функцiй usε задачi (4), (5) iснує ста-

ла C, яка не залежить вiд ε та s, така, що

|λsε − ε2λs| 6 Cε3(λs)3/2, ‖usε − vs‖L2(Gε) 6 Cε(λs)1/2,

при λs ≪ ε−2 i 0 < ε 6 ε0, де λs та vs є власним значенням та власною функцiєю вiдпо-
вiдної усередненої задачi, яка буде визначена надалi.

Оцiнка цiєї теореми виконана для всiх таких λs i usε, що λs 6 cε−2+σ iз деякою сталою c
при 0 < σ 6 2 та 0 < ε 6 ε0 (це i означає, що λs ≪ ε−2), але доведення цiєї теореми
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може бути некоректним для λs = cε−2. Така ситуацiя є природною i пов’язана з наявнiс-
тю в задачi (4), (5) високочастотного спектра, який буде розглянутий та обгрунтований
у наступних дослiдженнях.

Доведення теореми 2 для власних значень та власних функцiй задачi (4), (5) з не дуже
великими номерами (s ≪ ε−2) проводиться на основi твердження про замiну iнтегралiв по
Ω = [0, 1] × [0, l] на iнтеграли по дрiбноперiодичнiй сiтцi Gε, аналогу леми Рiмана–Лебега
та iз застосуванням принципiв мiнiмаксу, методу Рєлея–Рiтца, якi доведенi в [7], та вiдомої
теореми Вiшика–Люстернiка [8].

5. Висновки та зауваження. У випадку l = 1 можна помiтити такий цiкавий факт.
Для отриманих власних значень λs та вiдповiдних власних функцiй vs0(x) усередненої за-
дачi (7) оберемо n = m. Тодi матимемо власне значення λs = 4π2m2, а вiдповiднi власнi
функцiї обмежимо на сiтку, тобто зафiксуємо, наприклад, для функцiї ei2π(mx1+mx2) коор-
динати x2 = ε/2, 3ε/2, . . . , 1− ε/2, якi вiдповiдають координатам горизонтальних струн, та
x1 = ε/2, 3ε/2, . . . , 1− ε/2, якi вiдповiдають координатам вертикальних струн. У результатi
ми отримаємо такi власнi функцiї на кожнiй струнi дрiбноперiодичної сiтки:

eiπmεei2πmx11 , ei3πmεei2πmx12 , . . . , e−iπmεei2πmx1N ;

eiπmεei2πmx21 , ei3πmεei2πmx22 , . . . , e−iπmεei2πmx2N .

Оберемо для точного власного значення λε = 4π2(n − εM)2, яке описане в теоремi 1,
значення n = 1 та M = N −m, m = 1, 2, . . . , N − 1. Тодi λε = ε24π2m2, а вiдповiднi власнi
функцiї матимуть такий вигляд (iз значеннями довiльних констант A = −1, C1 = 0, C2 = 0
та C = 0):

uε1j = −e−i(2j−1)πM
N ei2π(Nn−M)x1j = ei(2j−1)πmεei2πmx1j , x1j ∈ [0, 1],

uε2j = −e−i(2j−1)πM
N ei2π(Nn−M)x2j = ei(2j−1)πmεei2πmx2j , x2j ∈ [0, 1],

де j = 1, 2, . . . , N . Таким чином, точний розв’язок, який побудований на основi теорiї Флоке,
збiгається з усередненою поверхнею vs(x), яка розглянута на сiтцi Gε.

Аналогiчно перевiряється вiдповiднiсть мiж усередненою поверхнею ei2π(−mx1+mx2) та
точними власними функцiями (uε1j , u

ε
2j) iз значеннями довiльних констант A = 0, C1 = −1,

C2 = 0, C = 0; мiж ei2π(mx1−mx2) та (uε1j , u
ε
2j) iз значеннями довiльних констант A = 0,

C1 = 0, C2 = −1, C = 0; а також мiж ei2π(−mx1−mx2) та (uε1j , u
ε
2j) iз значеннями довiльних

констант A = 0, C1 = 0, C2 = 0, C = −1.
Отже, нами побудовано асимптотику для власних значень та комплекснозначних влас-

них функцiй спектральної задачi на сiтцi (4), (5), а також наведено теорему, що є об-
грунтуванням побудованих асимптотик. Крiм того, встановлено вiдповiднiсть мiж точними
розв’язками задачi на дрiбноперiодичнiй сiтцi та наближеними розв’язками, якi були отри-
манi в результатi побудови асимптотики.
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А.С. Крылова, Г. В. Сандраков

Асимптотический анализ спектральной задачи
на мелкопериодической сетке

Рассмотрены осреднение и асимптотический анализ спектральной задачи на мелкопериоди-
ческой сетке с периодическими краевыми условиями. Приведена оценка, обосновывающая по-
лученную осредненную асимптотику. Методом теории Флоке построены точные собствен-
ные функции и значения задачи на сетке. Установлено соответствие между осредненными
асимптотиками и точными собственными функциями и значениями Флоке.

A. S. Krylova, G.V. Sandrakov

Asymptotic analysis of spectral problems on small-periodic networks

The homogenization and the asymptotic analysis of a spectral problem on small-periodic networks
with periodic boundary conditions are considered. An estimate that is a justification of the homoge-
nized asymptotics is presented. Explicit eigenfunctions and eigenvalues of the network problem are
constructed by methods of Floquet’s theory. The equivalence between the homogenized asymptotics
and the explicit Floquet’s eigenfunctions and eigenvalues is established.
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УДК 517.95

О.А. Почекета

Групоїди еквiвалентностi узагальнених рiвнянь

Бюргерса

(Представлено членом-кореспондентом НАН України А. Г. Нiкiтiним)

За допомогою перетворення Коула–Хопфа встановлено зв’язок мiж групоїдами еквi-
валентностi класiв лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса та класiв вiдповiд-
них лiнiйних рiвнянь. Розглянуто групоїди еквiвалентностi класу узагальнених рiвнянь
Бюргерса з коефiцiєнтом дифузiї та його нормалiзованих пiдкласiв.

Об’єктом дослiдження роботи є узагальнення вiдомого рiвняння Бюргерса

ut + uux + uxx = 0, (1)

отриманi введенням одного або декiлькох довiльних елементiв — функцiй вiд незалежних
змiнних. Знайдено групоїди еквiвалентностi кiлькох класiв узагальнених рiвнянь Бюргер-
са, зокрема найширшого класу рiвнянь, якi лiнеаризуються до лiнiйних диференцiальних
рiвнянь. Бiльшiсть елементiв побудованої iєрархiї класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса
є нормалiзованими, що узгоджується з результатами [1].

Клас диференцiальних рiвнянь називають нормалiзованим, якщо його групоїд еквiва-
лентностi породжено його групою еквiвалентностi [1]. Групоїдом еквiвалентностi класу
диференцiальних рiвнянь називають множину допустимих перетворень у цьому класi з опе-
рацiєю композицiї перетворень [2, с. 7]. Допустиме перетворення — це сукупнiсть початко-
вого рiвняння, результуючого рiвняння i вiдображення мiж ними.

Поняття нормалiзованостi класу диференцiальних рiвнянь природне i зручне для за-
стосувань. Iєрархiї нормалiзованих пiдкласiв виникають у процесi розв’язання задач гру-
пової класифiкацiї. Кожне окреме диференцiальне рiвняння утворює нормалiзований клас;
будь-який клас усiх можливих рiвнянь фiксованого порядку з наперед визначеною кiлькiс-
тю незалежних змiнних також є нормалiзованим.

Основнi властивостi нормалiзованого класу такi: 1) розв’язання задачi повної групової
класифiкацiї для цього класу зводиться до його попередньої групової класифiкацiї; 2) мiж
випадками класифiкацiйного списку немає нiяких додаткових перетворень еквiвалентностi.
Iснують послаблення поняття нормалiзованостi. Наприклад, слабко нормалiзованi класи
мають першу з названих властивостей, але можуть втрачати другу; напiвнормалiзованi —
навпаки (строгi визначення див. у [1, 2]). Усi класи в цiй роботi нормалiзованi у звичайному
сенсi, якщо не вказано iнше.

Щоб довести нормалiзованiсть класу диференцiальних рiвнянь, потрiбно порiвняти його
групу еквiвалентностi з його групоїдом еквiвалентностi. На практицi клас є нормалiзова-
ним, якщо в процесi розв’язання визначальних рiвнянь для допустимих перетворень не
виникає нiяких класифiкуючих умов. Класифiкуючою умовою називаємо визначальне рiв-
няння, яке мiстить одночасно довiльнi елементи класу й параметри допустимих перетворень
i призводить до розгалуження процесу розв’язання визначальних рiвнянь.

© О.А. Почекета, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 19



Нормалiзований надклас. Вiдомо, що t-компонента кожного точкового (i навiть кон-
тактного) перетворення мiж будь-якими двома фiксованими (1+1)-вимiрними еволюцiйни-
ми рiвняннями залежить тiльки вiд t [3, 4]. Бiльш того, як доведено в [5, лема 2], будь-яке
точкове перетворення мiж двома рiвняннями з класу

ut = F (t, x, u)uxx +G(t, x, u, ux), (2)

де F i G — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, F 6= 0, задовольняє умови

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u), TtXxUu 6= 0. (3)

Клас (2) є нормалiзованим [5], причому будь-яке контактне перетворення мiж рiвняннями
з нього породжується деяким точковим перетворенням [6], але вiн занадто широкий для
узагальнених рiвнянь Бюргерса. Доцiльно розглянути дещо вужчий клас рiвнянь

ut + F (t, x, u)uxx +H1(t, x, u)ux +H0(t, x, u) = 0, (4)

де коефiцiєнти F , H1 i H0 — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв, причому F 6= 0.
Клас (4) є пiдкласом класу (2) i надкласом для усiх класiв узагальнених рiвнянь Бюргерса,
що розглядаються у цiй роботi. Таким чином, будь-яке перетворення мiж двома фiксова-
ними рiвняннями як з класу (4), так i з кожного його пiдкласу задовольняє обмеження (3).

Щоб знайти загальний вигляд допустимих перетворень для класу (4), запишемо рiвнян-
ня з цього класу в тильдованих змiнних: ũt̃ + F̃ ũx̃x̃ + H̃1ũx̃ + H̃0 = 0. У цьому рiвняннi
замiнимо ũt̃, ũx̃ та ũx̃x̃ їхнiми виразами в термiнах нетильдованих змiнних. Використав-
ши пiдстановку ut = −Fuxx −H1ux −H0, перейдемо на многовид, визначений початковим
рiвнянням. Результат розщепимо за uxx та ux i, розв’язавши визначальнi рiвняння, маємо

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ = U(t, x, u) = U1(t, x)u + U0(t, x),

F̃ =
X2

x

Tt
F, H̃1 =

1

Tt

(
XxH

1 +XxxF − 2Xx
U1
x

U1
F +Xt

)
,

H̃0 = U1H0 +
2UxU

1
x

TtU1
F − 1

Tt
(Ut + FUxx +H1Ux),

(5)

де T = T (t), X = X(t, x), U1 = U1(t, x) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, причому TtXxU

1 6= 0. Нiяких додаткових рiвнянь (класифiкуючих умов) на
довiльнi елементи при цьому не виникає. Це означає, що всi допустимi перетворення в кла-
сi (4) породжуються перетвореннями з вiдповiдної групи еквiвалентностi. Таким чином,
клас (4) нормалiзований.

Щоб знайти загальний вигляд допустимих перетворень будь-якого пiдкласу класу (4),
достатньо надати вiдповiдних значень довiльним елементам F , H1, H0, F̃ , H̃1 та H̃0.

Лiнеаризованi узагальненi рiвняння Бюргерса. Розглянемо найширший клас уза-
гальнених рiвнянь Бюргерса, якi за допомогою перетворення Коула–Хопфа u = 2vx/v мож-
на лiнеаризувати до лiнiйних рiвнянь вигляду

vt + a(t, x)vxx + b(t, x)vx + c(t, x)v = 0, (6)

де коефiцiєнти a, b, c пробiгають множину гладких функцiй вiд (t, x), причому a 6= 0.
Такий клас складається з рiвнянь вигляду

ut + auxx + (au+ ax + b)ux +
1

2
axu

2 + bxu+ f = 0, (7)
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де f = 2cx. Вищезгадану лiнеаризацiю неявно представлено в [7, с. 102, вправа 3]. Клас (7)
є пiдкласом класу (4), де довiльнi елементи визначено як F = a, H1 = au + ax + b та
H0 = axu

2/2 + bxu + f . Пiдставивши цi та вiдповiднi тильдованi вирази у рiвняння (5)
i розщепивши результат за u, отримаємо загальний вигляд допустимих перетворень мiж
двома рiвняннями з класу (7):

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ũ =
1

Xx
u+ U0(t, x),

ã =
X2

x

Tt
a, b̃ =

1

Tt
(Xxb+Xxxa−X2

xU
0a+Xt),

f̃ =
f

Tt
− (XxU

0b)x
Tt

+
(XxU

0)2 − 2(XxU
0)x

2Tt
ax +

XxU
0(XxU

0)x − (XxU
0)xx

Tt
a−

− (XxU
0)t

Tt
,

(8)

де T = T (t), X = X(t, x) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх аргументiв
i TtXx 6= 0. При цьому не виникло нiяких класифiкуючих умов, отже, перетворення (8)
утворюють групу еквiвалентностi класу (7) i цей клас нормалiзований.

Пiдiбравши перетворення вигляду (8), довiльнi елементи класу (7) можна вiдкалiбрува-
ти до простих фiксованих значень. Спочатку покладемо a = 1, виконавши перетворення

t̃ = t sign a(t, x), x̃ =

∫
dx√

|a(t, x)|
, ũ = u.

Таким чином, отримаємо клас рiвнянь вигляду

ut + uxx + (u+ b)ux + bxu+ f = 0, (9)

де b = b(t, x) i f = f(t, x) — довiльнi гладкi функцiї. Кожне рiвняння (9) пов’язане перетво-

ренням Коула–Хопфа з лiнiйним рiвнянням vt + vxx + bvx +

(
1

2

∫
fdx

)
v = 0.

Групоїд еквiвалентностi класу (9) можна обчислити безпосередньо або за допомогою
пiдстановки a = ã = 1 у спiввiдношення (8). Вiн породжується перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
, ũ = ε

(
1√
Tt
u+ U0(t, x)

)
,

b̃ = ε

(
b√
Tt

+
Ttt

T
3/2
t

x+
X0

t√
Tt

− U0

)
,

f̃ = ε

(
f

T
3/2
t

− (U0b)x
Tt

+
U0U0

x√
Tt

− U0
t

Tt
− U0

xx

Tt
− TttU

0

2T 2
t

)
,

(10)

де T = T (t), X0 = X0(t) та U0 = U0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї, причому Tt > 0, ε = ±1.
З цих самих перетворень складається i група еквiвалентностi, тому клас (9) нормалiзований.
Далi вiдкалiбруємо довiльний елемент b = b(t, x) до нуля за допомогою перетворення

t̃ = t, x̃ = x, ũ = u+ b, f̃ = f − bt − bbx − bxx,
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що призведе до найпростiшої форми лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса, яка
мiстить лише одну довiльну гладку функцiю f = f(t, x):

ut + uxx + uux + f = 0. (11)

Пiдставивши b = b̃ = 0 у спiввiдношення (10), знайдемо загальний вигляд допустимих
перетворень мiж рiвняннями вигляду (11):

t̃ = T (t), x̃ = ε
(√

Ttx+X0(t)
)
, ũ = ε

(
1√
Tt
u+

Ttt

2T
3/2
t

x+
X0

t

Tt

)
,

f̃ = ε

(
1

T
3/2
t

f +
3T 2

tt − 2TtTttt

4T
7/2
t

x+
X0

t Ttt −X0
ttTt

T 3
t

)
,

де T (t) i X0(t) — довiльнi гладкi функцiї, причому Tt > 0 i ε = ±1. Клас (11) нормалiзо-
ваний. Кожне рiвняння з цього класу пов’язане перетворенням Коула–Хопфа з лiнiйним

рiвнянням vt + vxx +

(
1

2

∫
fdx

)
v = 0.

Покажемо, що цим самим перетворенням Коула–Хопфа пов’язанi й елементи групоїдiв
еквiвалентностi лiнеаризованих та вiдповiдних їм лiнiйних класiв. Групоїд еквiвалентностi
класу лiнiйних рiвнянь (6) породжується перетвореннями

t̃ = T (t), x̃ = X(t, x), ṽ = V 1(t, x)v + V 0(t, x),

ã =
X2

x

Tt
a, b̃ =

1

Tt

(
Xxb+Xxxa−

2XxV
1
x

V 1
a+Xt

)
,

c̃ =
1

Tt

(
c− V 1

x

V 1
b+

2(V 1
x )

2 − V 1V 1
xx

(V 1)2
a− V 1

t

V 1

)
,

(12)

де T = T (t), X = X(t, x), V 1 = V 1(t, x) та V 0 = V 0(t, x) — довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв, що задовольняють обмеження TtXxV

1 6= 0 i класифiкуючу умову
(
V 0

V 1

)

t

+ a

(
V 0

V 1

)

xx

+ b

(
V 0

V 1

)

x

+ c
V 0

V 1
= 0

(див. [8]). Це означає, що v = V 0/V 1 є розв’язком початкового рiвняння (6). Група еквi-
валентностi G∼ класу (6) складається з перетворень вигляду (12) з V 0 = 0. Клас (6) не
нормалiзований, але вiн напiвнормалiзований, тому що кожне перетворення вигляду (12)
є композицiєю перетворення лiївської симетрiї v = v+V 0/V 1 початкового рiвняння i деякого
елемента з G∼, тобто перетворення вигляду (12) з V 0 = 0.

Вiдповiднiсть мiж групоїдами (i групами) еквiвалентностi класiв (6) i (7) встановлюється
таким чином:

t̃ = t, x̃ = x, ũ = 2
ṽx̃
ṽ

=
2

Xx

V 1vx + V 1
x v + V 0

x

V 1v + V 0
=

1

Xx

(V 1u+ 2V 1
x )v + 2V 0

x

V 1v + V 0
.

Перетворення компоненти u записується в термiнах (t, x, u) тiльки при V 0 = 0. У цьому
випадку воно має вигляд

ũ =
1

Xx
u+

2V 1
x

XxV 1
, тобто U0 =

2V 1
x

XxV 1
.
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Обмеження на V 0 пов’язане iз загальним виглядом перетворень з групи еквiвалентностi
класу (6). Допустимi перетворення з V 0 6= 0 у класi (6) не мають вiдповiдникiв у групоїдi
еквiвалентностi класу (7). Таким чином, напiвнормалiзованiсть класу (6) лiнiйних рiвнянь
iндукує нормалiзованiсть класу (7) лiнеаризованих рiвнянь.

Узагальненi рiвняння Бюргерса з довiльним коефiцiєнтом дифузiї. Поклавши
в (4) F = f(t, x), H1 = u та H0 = 0, отримаємо клас узагальнених рiвнянь Бюргерса
з довiльним ненульовим гладким коефiцiєнтом f = f(t, x) при uxx:

ut + uux + f(t, x)uxx = 0. (13)

Клас (13) розглянуто, наприклад, у [9, 10]. Зауважимо, що [9] — перша публiкацiя, у якiй
вичерпно дослiджено всi допустимi перетворення для певного класу диференцiальних рiв-
нянь. Група еквiвалентностi класу (13) скiнченновимiрна i складається з перетворень

t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, x̃ =

κx+ µ1t+ µ0
γt+ δ

,

ũ =
κ(γt+ δ)u− κγx+ µ1δ − µ0γ

αδ − βγ
, f̃ =

κ2

αδ − βγ
f,

(14)

де набiр сталих (α, β, γ, δ, κ, µ0 , µ1) визначений з точнiстю до ненульового множника, при-
чому αδ − βγ 6= 0 i κ 6= 0. Вигляд цих перетворень можна вивести безпосередньо або за
допомогою пiдстановки F = f , F̃ = f̃ , H1 = u, H̃1 = ũ та H0 = H̃0 = 0 у спiввiдношен-
ня (5). Оскiльки всi перетворення мiж будь-якими двома фiксованими рiвняннями з (13)
вичерпуються перетвореннями вигляду (14), клас (13) нормалiзований.

Клас рiвнянь вигляду

ut + uux + (f(t, x)ux)x = 0, (15)

де f пробiгає множину ненульових гладких функцiй вiд (t, x), допускає перетворення

t̃ = T (t), x̃ = κ
√
|Tt|x+X0(t), ũ = κ

√
|Tt|
Tt

u+ κ
Ttt
√

|Tt|
2T 2

t

x+
X0

Tt
, f̃ = κ

2f, (16)

де κ — довiльна ненульова стала, а гладкi функцiї T та X0 вiд t задовольняють рiвняння

κ

√
|Tt|Tttfx + 2TtXtt − 2TttXt = 0. (17)

На вiдмiну вiд усiх попереднiх класiв, клас (15) не є нормалiзованим. У той же час його пiд-
клас, виокремлений нерiвнiстю fxxx 6= 0, нормалiзований. У цьому випадку рiвняння (17),
розщеплене за fx, призводить до обмежень Xtx = 0 i Ttt = 0, i групоїд еквiвалентностi
такого пiдкласу породжується перетвореннями

t̃ = c21t+ c0, x̃ = κc1x+ c2t+ c3, ũ =
κc1u+ c2t+ c3

c21
, f̃ = κ

2f,

де c0, c1, c2, c3 та κ — довiльнi сталi, причому κc1 6= 0. Вказанi перетворення утворюють
i групу еквiвалентностi цього пiдкласу.
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Пiдклас класу (15), визначений обмеженням fxxx = 0, тобто f = f2(t)x2+ f1(t)x+ f0(t),
має ширший групоїд еквiвалентностi: всi допустимi перетворення в цьому пiдкласi мають
вигляд (16), де функцiї T = T (t) та X0 = X0(t) задовольняють систему

4TtTttf
2 + 2TtTttt − 3T 2

tt = 0,
κ

2

√
|Tt|Tttf1 + TtX

0
tt − TttX

0
t = 0,

де κ — довiльна ненульова стала. Хоча загальний розв’язок цiєї системи параметризований
довiльними елементами f1 i f2 нелокально, тобто

T = ±
∫ (

C2

∫
e−2

∫
f2dtdt+C1

)−2

dt+ C0,

X0 = −κ

2

∫
Tt

∫ √
|Tt|Ttt
T 2
t

f1dtdt+C3T + C4,

де C0, . . . , C4 — довiльнi сталi, його структура однакова для всiх значень параметрiв. Iнши-
ми словами, пiдклас, видiлений з класу (15) обмеженням fxxx = 0, має нетривiальну уза-
гальнену розширену групу еквiвалентностi i нормалiзований вiдносно цiєї групи. Означення
та приклади узагальнених розширених груп еквiвалентностi див., наприклад, у [1,5,11–13].

Клас рiвнянь ut + uux + f(t)uxx = 0, який вiдрiзняється вiд класiв (13) i (15) тiльки
аргументами функцiї f i є перетином цих класiв, нормалiзований вiдносно групи еквiва-
лентностi (14) усього класу (13). Груповий аналiз цього класу проводився в [14, 15].

Таким чином, у роботi розглянуто групоїди еквiвалентностi iєрархiї нормалiзованих кла-
сiв узагальнених рiвнянь Бюргерса. Завдяки властивостi нормалiзованостi групова класи-
фiкацiя для цих класiв полегшується i може бути проведена з використанням алгебраїчного
методу. Досить неочiкуваним результатом виявилось iснування кiлькох прикладiв норма-
лiзованих класiв, групи еквiвалентностi яких є скiнченновимiрними.

Щодо зв’язку мiж класами лiнеаризованих узагальнених рiвнянь Бюргерса (7) i лiнiйних
рiвнянь (6), як i їхнiх пiдкласiв, через перетворення Коула–Хопфа, важливо пiдкреслити,
що з огляду на принцип суперпозицiї, який справедливий для розв’язкiв лiнiйних рiвнянь,
клас (6) має ширшу множину допустимих перетворень, нiж клас (7). Перетворення, пов’я-
занi з лiнiйною суперпозицiєю, залежать вiд довiльних елементiв вiдповiдного початкового
рiвняння. Цей факт порушує властивiсть нормалiзованостi класу (6), проте цей клас напiв-
нормалiзований. У той же час для лiнеаризованих рiвнянь не iснує локальних перетворень,
пов’язаних з лiнiйною суперпозицiєю, тому клас (7) нормалiзований.

Автор висловлює подяку Р.О. Поповичу за консультацiї та допомогу в проведеннi до-
слiдження.
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A.А. Почекета

Группоиды эквивалентности обобщенных уравнений Бюргерса

С помощью преобразования Коула–Хопфа установлена связь между группоидами эквива-
лентности классов линеаризованных обобщенных уравнений Бюргерса и классов соответст-
вующих линейных уравнений. Рассмотрены группоиды эквивалентности класса обобщенных
уравнений Бюргерса с коэффициентом диффузии и его нормализованных подклассов.

O.A. Pocheketa

Equivalence groupoids of generalized Burgers equations

A relationship between equivalence groupoids of classes of linearized generalized Burgers equa-
tions with those of classes of associated linear equations is established by means of the Hopf–Cole
transformation. The equivalence groupoid of a class of generalized Burgers equations with a diffu-
sion coefficient and those of its normalized subclasses are considered.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 25



УДК 517.5

Р.М. Тригуб

Точный порядок приближения периодических функций
полиномами Бернштейна–Стечкина

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.П. Моторным)

Найден точный порядок приближения произвольных периодических функций тригоно-
метрическими полиномами Бернштейна–Стечкина. Для этого пришлось ввести спе-
циальный модуль гладкости.

С.Б. Стечкин [1] доказал следующее общее неравенство: при любом s ∈ N для любой непре-
рывной 2π-периодической функции f существует последовательность тригонометрических
полиномов τs,n(f) порядка не выше n такая, что

‖f − τs,n‖ 6 γ(s)ωs

(
f,
π

n

)
. (1)

Здесь и ниже норма в C[−π, π], а модуль гладкости порядка s и шага h > 0 по определению
равен

ωs(f, h) = sup
0<δ6h

‖∆s
δf(.)‖, ∆1

δf(x) = f(x)− f(x+ δ).

Через γ(. . .) с разными индексами будем обозначать некоторые положительные константы,
зависящие лишь от величин, стоящих в скобках.

Ранее такую прямую теорему при s = 1 доказал Д. Джексон, а при s = 2 — А. Зигмунд
в случае ω2(f, h) = O(h) и Н.И. Ахиезер в общем случае (cм., например, [2]).

Для доказательства (1) при s > 3 использовались полиномы, построенные С.Н. Берн-
штейном в доказательстве такого же неравенства при ωs(f, h) = O(hα), α > 0 [3].

Автором уже довольно давно указаны полиномы τ̃s,n(f) со свойством

‖f − τ̃s,n(f)‖ ≍ ωs

(
f,
π

n

)

(двойное неравенство с положительными константами, зависящими лишь от s). Более того,
найдены точные порядки приближения индивидуальных функций классическими методами
суммирования рядов Фурье. При этом пришлось вводить специальные модули гладкости
и К-функционалы (особенно, в многомерном случае) (см. [4]). Такие результаты в настоящее
время называют “strong converse theorems” (см., например, [5] и библиогр. там же).

Здесь укажем точный порядок приближения полиномами Бернштейна–Стечкина. Тем
самым получим ответ на один из вопросов, поставленных В.И. Ивановым на международ-
ной конференции в Москве (2010) (см. [6], видео доклада).

Эти полиномы имеют вид (Dn — ядро Дирихле)

τs,rn(f) = τs,rn(f,x) = γ0

π∫

−π

[f(x)−∆s
tf(x)]D

r
n(t) dt =

∑

k∈Z

φn

( |k|
2n+ 1

)
f̂ke

ikx,
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f̂k =
1

2π

π∫

−π

f(u)e−ikudu

(γ0 = γ0(r, n) определяется из условия: при f0 ≡ 1 и τs,rn(f0) ≡ 1).
В отличие от классических полиномов φn(x) = 1 не только при x = 0. Поэтому такой же

оценки приближения снизу, как в (1) сверху, быть не может.
Введем усреднения специальных разностных операторов, связанных с данной точкой

t ∈ R.
При t = 0 и r ∈ N

∆̃r
h,0f(x) =

1∫

0

∆r
huf(x) du.

В этом случае еще

‖∆̃r
h,0f(·)‖ ≍ ωr(f, h)

(двойное неравенство с положительными константами, зависящими лишь от r) (см. [4,
с. 363]).

А при t 6= 2mπ, m ∈ Z, положим

∆̃1
h,t(f, x) =

1∫

0

[∆1
huf(x)− λ∆2

huf(x)] du ∼
∑

k∈Z

ψt(kh)f̂ke
ikx,

где

λ = λ(t) =
2(it + 1− eit)

2it+ 3− 4eit + e2it

(вещественная часть знаменателя 2(1 − cos t)2 > 0), а

ψt(x) = 1− λ+ (2λ− 1)
eix − 1

ix
− λ

e2ix − 1

2ix
, ψt(0) = ψt(t) = 0.

Теорема 1. Пусть r > 6, 2 6 s 6 r − 2 и s1 = 2[(s + 1)/2]. Существует число γ0(r)
такое, что при n > γ0(r) и hn = 2π/(r(2n + 1))

‖f − τs,rn(f)‖ ≍ ‖∆̃s1−2p
hn,0

p∏

1

∆̃hn,xj,n∆̃hn,−xj,nf(·)‖,

где {xj,n}p1 — положительные корни уравнения φn(x) = 1. (Здесь указано двойное нера-
венство с константами, не зависящими от f и n.)

Приведем эскиз доказательства.
Лемма 1. При r > 6, 2 6 s 6 r − 2, n ∈ N и x ∈ R

|φ(x)− φn(x)|+
1

n
|φ′(x)− φ′n(x)| 6

γ1(r)

n2
,
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где

1− φ(x) = γ2(s, r)

s∑

ν=0

(−1)ν+1

(
s

ν

)
B(νx),

а B — базисный сплайн Шенберга с узлами в целых точках при четном r и в полуцелых
при нечетном r, степени r − 1, минимального дефекта и с носителем [−r/2, r/2].

Далее у производных B-сплайна определено число нулей и их расположение, а из ин-
формации о нулях уравнения φ(x) = 1 получена информация о нулях уравнения φn(x) = 1.

Лемма 2. Уравнение φn(x) = 1 имеет в нуле корень кратности s1, а число p различных
положительных корней при n > γ0(r) постоянное, не более [s/2] и все эти корни простые.

Лемма 3. Функция ψt имеет при 0 < |t| 6 π только два нуля x = 0 и x = t и оба
нули — простые.

Доказательство проводится методом мультипликаторов (см. [4, гл. 6, 7]).
Нужно убедиться, что

gn(x) =
1− φn(x)

(ψ0(x))s1−2p
∏p

j=1 ψ
xj,n(x)ψ−xj,n(x)

=

∞∫

−∞

eixydµn(y)

и полная вариация комплекснозначной борелевской меры µn ограничена по n. Это для
оценки приближения сверху. А для оценки приближения снизу нужно проверить, что и 1/gn
обладает таким же свойством.

Для представления двух функций в виде преобразования Фурье меры используются
приведенные леммы 1–3 и одна теорема Берлинга (более общую теорему см. в [4, 6.4.2]).

Отметим еще, что из двойного неравенства в теореме для нормы C[π, π] следует та-
кое же неравенство (с теми же константами) и для нормы Lp[π, π], 1 6 p < ∞ (см. [4]).
Из оценки в теореме приближения сверху следует усиление теоремы Джексона–Стечкина
(см. также [7]). А по поводу представления функций в виде преобразования Фурье меры
недавно вышла обзорная статья [8].
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Р.М. Тригуб

Точний порядок наближення довiльних перiодичних функцiй
тригонометричними полiномами Бернштейна–Стєчкiна

Знайдено точний порядок наближення довiльних перiодичних функцiй тригонометрични-
ми полiномами Бернштейна–Стєчкiна. Для цього пiдiйшов лише спецiальний модуль глад-
костi.

R.M. Trigub

Exact order of approximation of arbitrary periodic functions by
Bernstein–Stechkin trigonometric polynomials

The exact order of approximation of arbitrary periodic functions by Bernstein–Stechkin trigono-
metric polynomials is found. In order to do this, it was necessary to introduce a special module
of smoothness.
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УДК 517.957

Е.В. Степанова, А.Е. Шишков

Сильная и ослабленная локализация решений
квазилинейных параболических уравнений

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины В.Я. Гутлянским)

Изучена задача Коши–Дирихле для широкого класса квазилинейных параболических урав-
нений: ut −△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, где g(t) — непрерывный положительный при
t > 0 абсорбционный потенциал, который вырождается при t = 0: g(0) = 0. Найдены
точные достаточные условия для сильной локализации решений (т. е. непрерывность
распространения носителя вблизи t = 0). Эти условия сформулированы в виде подчинен-
ности граничного режима абсорбционному потенциалу. Для произвольного граничного
режима (без каких-либо условий подчиненности) установлена ослабленная локализация
решений. Доказано, что при некоторых ограничениях на характер вырождения потен-
циалов эффект строгой локализации имеет место при произвольных граничных режи-
мах (в том числе и не удовлетворяющих никаким условиям подчиненности).

1. Постановка задачи. Пусть QT = (0, T ) × Ω, 0 < T < ∞, Ω ⊂ {x ∈ R
n : |x| > 1} —

ограниченная область в R
n, n > 1 с C1-границей ∂Ω = ∂0Ω

⋃
∂1Ω, где

∂0Ω = {x ∈ R
n : |x| = 1}, ∂1Ω ⊂ {x ∈ R

n : |x| > l}, l = const > 1. (1)

Основной целью этого сообщения является изучение поведения произвольного слабого
(энергетического) решения следующей начально-граничной задачи:

ut −
n∑

i=1

(ai(t, x, u,∇xu))xi + g(t, x)|u|q−1u = 0 в QT , 0 < q < 1; (2)

u(t, x) = f(t, x) на (0, T ) × ∂0Ω, u(t, x) = 0 на (0, T )× ∂1Ω; (3)

u(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω. (4)

Здeсь непрерывные по совокупности аргументов функции ai(t, x, s, ξ) (i = 1, . . . , n) при всех
(t, x, s, ξ) ∈ (0, T ) × Ω × R

1 × R
n удовлетворяют следующим условиям:

|ai(t, x, s, ξ)| 6 d1|ξ|, d1 = const <∞, (5)

также условию монотонности:

n∑

i=1

(ai(t, x, s, ξ)− ai(t, x, s, η))(ξi − ηi) > d0|ξ − η|2, d0 = const > 0, (6)

а непрерывная неотрицательная функция g(t, x) вырождается при t = 0, т. е.

g(t, x) > 0 ∀ (t, x) ∈ (0, T ] × Ω; g(0, x) = 0 ∀x ∈ Ω. (7)
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Для произвольного множества Γ ⊂ ∂Ω через H1(Ω,Γ) := W 1
2 (Ω,Γ) обозначаем, как

обычно, замыкание в норме соболевского пространства W 1
2 (Ω) множества функций из

C∞(Ω), обращающихся в нуль в окрестности Γ, а через 〈·, ·〉 — операцию спаривания эле-
ментов пространств H1(Ω,Γ) и (H1(Ω,Γ))∗. Без ограничения общности будем полагать, что
функция f(t, x) из граничного условия (3) определена на всей цилиндрической области
(0, T ) × Ω, причем

f(t, ·) ∈ L2(0, T ;H
1(Ω, ∂1Ω))

⋂
H1(0, T ;L2(Ω)). (8)

Определение 1. Следуя [1], энергетическим (слабым) решением задачи (1)–(4) на-
зываем функцию

u(t, ·) ∈ f(t, ·) + L2(0, T ;H
1(Ω, ∂Ω)) (9)

такую, что

ut(t, ·) ∈ L2(0, T ; (H
1(Ω, ∂Ω))∗), (10)

справедливо интегральное тождество

∫

(0,T )

〈ut, ξ〉 dt+
∫

(0,T )×Ω

n∑

i=1

ai(t, x, u,∇xu)ξxidxdt+

∫

(0,T )×Ω

g(t, x)|u|q−1uξdxdt = 0 (11)

∀ ξ ∈ L2(0, T ;H
1(Ω, ∂Ω)) и выполняется начальное условие (4).

Существование энергетического (слабого) решения задачи (1)–(7) при естественных
предположениях на режим f(t) следует из результатов [1].

2. Исторические сведения и метод исследования задачи. Хорошо известно, что
любое энергетическое решение задачи (1)–(4) в случае невырождения абсорбционного по-
тенциала g(t, x), т. е. при условии

g(t, x) > c0 > 0 ∀ (t, x) ∈ (0, T ] × Ω, (12)

обладает свойством конечности скорости распространения носителя:

ζ(t) := sup{|x| : x ∈ suppu(t, ·)} < 1 + c(t), где c(t) −→ 0 при t −→ 0. (13)

Отсюда, в частности, следует локализованность носителя решения (см., например, [2, 3]
и приведенную там библиогр.):

ζ(t) := sup{|x| : x ∈ suppu(t, ·)} < c1 = c1(T1) < l ∀ t : 0 6 t < T1 = T1(l) 6 T. (14)

Эффект локализации носителей решений различных классов квазилинейных и полули-
нейных параболических уравнений изучался во многих работах (см., например, [2, 4], где
можно найти дальнейшие ссылки). А.С. Калашников [5] был первым, кто изучил локализа-
ционные свойства решения первой начально-граничной задачи в случае одномерного полу-
линейного уравнения теплопроводности. А именно, он рассмотрел задачу (1)–(7) в области
(1,+∞) × [1,+∞) при n = 1, ai(t, x, s, ξ) = ξ, ξ ∈ R

1, с вырождающимся абсорбционным
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потенциалом g(t, x) = g0(t) ∈ C1([1,+∞))
⋂
L∞([1,+∞)), g0(0) = 0, g0(t) > 0 ∀ t > 0 и гра-

ничным режимом u(t, 1) = f(t) ∈ C1([1,+∞))
⋂
L∞([1,+∞)). При выполнении следующего

условия подчиненности граничного режима абсорбционному потенциалу:

g0(t)
−1 · f(t) → 0, когда t→ 0, (15)

А.С. Калашников доказал, что решение обладает свойством ослабленной локализации для
значений t, отделенных от нуля, а именно

sup{ζ(t) : 0 < δ 6 t < T} < c1 = c1(δ) <∞ ∀ δ > 0. (16)

С другой стороны, следуя гипотезе Г.И. Баренблатта о возможности начального скачка
свободной границы ζ(t) в нестационарных краевых задачах, А.С. Калашников доказал
свойство

inf{ζ(t) : 0 < t < t∗} > c2 = c2(t∗) > 0 (17)

для класса достаточно быстро убывающих при t → 0 потенциалов g0(t). В частности, ска-
чок (17) имеет место в случае следующего потенциала и граничного режима:

g0(t) = t1/2 exp

(
− 1

t2

)
, f0(t) = t exp

(
− 1

t2

)
. (18)

Подчеркнем, что анализ А.С. Калашникова в его работе [5] касается только случая
сильно вырождающихся граничных режимов f(t) (см. условие (15)). Наш метод исследо-
вания позволяет изучать эволюцию носителей решений задачи (1)–(4) с произвольными
граничными режимами f(t, x) (как сильно или слабо, так и вообще невырождающимися
при t → 0) и вырождающимся при t = 0 потенциалом g(t, x). Отметим также, что име-
ющиеся в [5] результаты получены барьерной техникой, которая в принципе не приме-
нима к уравнениям, не допускающим соответствующих теорем сравнения. Авторами этой
работы предлагается новый, не опирающийся на барьерную технику, подход к изучению
качественных свойств энергетических решений широкого класса квазилинейных парабо-
лических уравнений с вырождающимся абсорбционным потенциалом. Метод исследования
основан на получении подходящих локальных интегральных априорных оценок решений
в окрестности начальной плоскости t = 0 и связан с комбинацией идей и построений из
метода локальных энергетических оценок (см. [3, 6]), априорных оценок типа принципа
Сен-Венана (см. [7]). Подходящие версии этого метода при изучении различных других ка-
чественных свойств обобщенных решений квазилинейных и полулинейных параболических
уравнений с вырождающимся абсорбционным потенциалом использовались ранее в [8–12].

3. Формулировка результатов. Введем функцию F (t), которая будет моделировать
граничный режим f(t, x) из (3) и фигурировать во всех наших дальнейших формулировках:

F (t) := sup
06s6t

∫

Ω

f(s, x)2dx+

t∫

0

∫

Ω

(|∇xf |2 + g(t, x)|f(t, x)|q+1) dxdt+

+

t∫

0

∫

Ω

|ft(t, x)|2dxdt. (19)
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Через ζ(t) будем, как и выше, обозначать определяемый в (14) радиус компактификации
носителя рассматриваемого энергетического (слабого) решения задачи (1)–(4).

Замечание 1. В этой работе через D1, c и ci (i = 1, 2, . . .) мы обозначаем различные
положительные постоянные, которые зависят лишь от известных параметров задачи (1)–(4)
n, q, d0, d1, l.

Теорема 1 (о сильной локализации). Пусть абсорбционный потенциал g(t, x) из (2)
обладает неотрицательной монотонной минорантой:

g(t, x) > g0(t) > 0 ∀ t > 0, g0(0) = 0. (20)

Пусть функция F (·) из (19), моделирующая граничный режим, удовлетворяет следующе-
му условию подчиненности миноранте g0: для произвольного t : 0 < t 6 T существует
S = S(t) > 0 такая, что

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 < S2

( t∫

τ

g0(t)
1−θdt

)2

+D1

τ∫

0

g0(t)
2(1−θ)dt ∀ τ ∈ (0, t), (21)

причем

tS(t) −→ 0 при t −→ 0, (22)

где l из (1) и

0 < θ :=
(q + 1) + n(1− q)

2(q + 1) + n(1− q)
< 1, 0 < ψ :=

n(1− q)

2(q + 1) + n(1− q)
< θ < 1. (23)

Тогда рассматриваемое энергетическое решение u(t, x) задачи (1)–(4) обладает свойством
сильной локализации и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + ctS(t) ∀ t : 0 < t 6 T. (24)

Приведем теперь несколько простых достаточных условий выполнения (21), (22).
Следствие 1. Пусть абсорбционный потенциал g из (2) удовлетворяет условию (20),

а функция F (·) из (19) удовлетворяет соотношению

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
D1

2t

( t∫

0

g0(τ)
1−θdτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1 =
l − 1

cS(T1)
, (25)

где D1, l, S и ψ из теоремы 1. Тогда имеет место сильная локализация и справедлива
следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + c
√
D1t ∀ t : t 6 T1. (26)

Следствие 2 (случай “умеренно” вырождающихся потенциалов). Пусть миноранта g0
из (20) обладает дополнительным свойством:

g0(t) > g0,β(t) := exp

(
−ω0

tβ

)
∀ t : 0 < t 6 T1 =

l − 1

cS(T1)
,

ω0 = const > 0, β ∈ (0, 1),

(27)
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а функция F (·) из (19) удовлетворяет соотношению

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
D2

2t1+β

( t∫

0

g1−θ
0,β (τ)dτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1, (28)

где l, S, ψ, θ из теоремы 1 и 0 < D2 = D2(n, q, d0, d1, l, β, ω0) = const < ∞. Тогда имеет
место сильная локализация и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + c
√
D2t1−β ∀ t : t 6 T1. (29)

Следствие 3 (случай “сильно” вырождающихся потенциалов). Пусть миноранта g0
из (20) обладает дополнительным свойством:

g0(t) > g0,β(t) := exp

(
−ω0

tβ

)
∀ t : 0 < t 6 T1 =

l − 1

cS(T1)
,

ω0 = const > 0, β > 1.

(30)

Функция F (·) из (19) удовлетворяет неравенству

F (t)
(1−ψ)(1−q)

2 <
µ2(t)

t2

( t∫

0

g1−θ
0,β (τ)dτ

)2

∀ t : 0 < t 6 T1, (31)

где l, S, ψ, θ из теоремы 1 и µ(τ) > 0: µ(τ) → 0 при τ → 0. Тогда имеет место сильная
локализация и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 + cµ(t) ∀ t : t 6 T1. (32)

Теорема 2 (об ослабленной локализации при произвольном граничном режиме). Пусть
абсорбционный потенциал g удовлетворяет условию (7). Тогда для произвольного энерге-
тического решения u(t, x) задачи (1)–(4) имеет место свойство ослабленной локализации,
т. е. существует функция ζ1(t) ∈ C(0,∞) такая, что имеет место

ζ(t) 6 min(ζ1(t), cL1) ∀ t > 0, (33)

где ζ(·) из (14) c = const > 0, L1 = const = diamΩ.
Замечание 2. Функция ζ1(t) может стремиться к бесконечности при t→ 0. Т. е. не исклю-

чается возможность бесконечного скачка, потому и речь в данной теореме идет лишь об
ослабленной локализации.

Теорема 3 (о сильной локализации при произвольном граничном режиме). Пусть
функция F (·) из (19), абсорбционный потенциал g из (2) имеет неотрицательную мо-
нотонную миноранту:

g(t, x) > gω(t) := exp

(
−ω(t)

t

)
∀ t > 0, (34)

где ω(t) — неотрицательная неубывающая функция: ω(t) → 0 при t→ 0. Тогда произволь-
ное энергетическое решение u задачи (1)–(4) обладает свойством сильной локализации
и справедлива следующая оценка сверху:

ζ(t) 6 1 +
t

2
+ C

{
t ln(C1F (t)) + c1t ln t

−1 + c2ω

(
t

2

)}1/2

∀ t < T. (35)
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Замечание 3. Подчеркнем, что в теоремах 2 и 3 нет никаких условий на граничный
режим, т. е. на функцию F (·) из (19).
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Сильна та послаблена локалiзацiя розв’язкiв квазiлiнiйних
параболiчних рiвнянь

Дослiджено задачу Кошi–Дiрiхле для широкого класу квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь:
ut −△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, де g(t) — неперервний додатний для t > 0 абсорбцiйний
потенцiал, що вироджується при t = 0: g(0) = 0. Знайдено точнi достатнi умови для силь-
ної локалiзацiї розв’язкiв (тобто неперервнiсть розповсюдження носiя в околi t = 0). Цi
умови сформульовано у виглядi пiдпорядкованостi крайового режиму абсорбцiйному потен-
цiалу. Для довiльного крайового режиму (без будь-яких умов пiдпорядкованостi) встанов-
лено послаблену локалiзацiю розв’язкiв. Доведено, що при деяких обмеженнях на характер
виродження потенцiалiв ефект сильної локалiзацiї має мiсце при довiльних крайових режи-
мах (навiть для тих, що не задовольняють нiякi умови пiдпорядкованостi).
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K.V. Stiepanova, A. E. Shishkov

Strong and weakened localizations of solutions of quasilinear parabolic
equations

We investigate the Cauchy–Dirichlet problem for a wide class of quasilinear parabolic equations
ut−△u+ g(t)|u|q−1u = 0, 0 < q < 1, where the continuous absorption potential g(t) is positive for
t > 0 and degenerates at t = 0: g(0) = 0. We find sufficient conditions for the strong localization of
solutions (i. e., continuous propagation of a support near t = 0). These conditions are formulated
as a subordination of the boundary regime to the absorption potential. For an arbitrary boundary
regime (without any subordination conditions), a certain type of weakened localization is obtained.
Under some restriction from below on the degeneration of the potential, the strong localization
holds for an arbitrary boundary regime (including regimes that do not satisfy any conditions of
subordination).
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О моделировании диагностики включений

в упругом теле

Применительно к моделированию диагностики включений в упругом теле рассматри-
ваeтся существование обобщенных решений двух смешанных задач эластодинамики
в прямоугольной области при возбуждении на границе.

При проведении неразрушающей дефектоскопии необходимо увеличение информативности,
сопряжения с системами автоматической обработки и регистрации информации. Учет до-
полнительных эффектов при упругом деформировании тел расширяет возможности полу-
чения информации о напряженно-деформированном состоянии таких тел. Наличие любого
дефекта или повреждения в теле приводит к дифракции волн и рассеянное поле несет ин-
формацию о виде препятствия (форма, физические свойства) [1]. При этом внутри тела
могут иметь место поверхности раздела с резкими изменениями свойств. Соответствующий
диагностический параметр определяется из рассеянного поля обобщенного решения задачи
рассеяния [2].

Диагностика включений приводит к решению обратной задачи, которая в общем случае
относится к некорректным задачам математической физики, и для определения единствен-
ного решения требуется дополнительная информация. В качестве примера отметим рабо-
ту [3], в которой построено решение обратной задачи рассеяния электромагнитных волн на
неоднородной цилиндрической анизотропной плазме и выделено единственное решение.

В данной работе сформулированы две смешанные задачи теории дифракции и доказы-
ваются теоремы существования обобщенных решений. В этом случае в качестве диагности-
ческих параметров выступают скачки функций в обобщенных решениях, характеризующие
резкие изменения свойств среды.

Рассматривается плоская задача для упругой изотропной среды в прямоугольной об-
ласти, внутри которой имеется упругое включение прямоугольной формы. На некотором
участке границы задано высокочастотное возбуждение, которое может моделировать ста-
ционарные колебания и импульсное воздействие.

Рассмотрим упругое изотропное тело, занимающее область Ω в R3 с границей ∂Ω. В теле
расположен дефект, который также является упругим изотропным телом. Он занимает

© Ю. Г. Кривонос, И.Т. Селезов, 2013
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область Ω1 ⊂ Ω, так что основное тело занимает область Ω0 = Ω/Ω1. Введем в рассмотрение
обычные поля теории упругости: поле ~u(x, t) вектора перемещений, поле ε(x, t) тензора
деформаций, поле τ(x, t) тензора напряжений. Здесь x ∈ Ω, t > 0.

Введем в рассмотрение дифференциальный оператор теории упругости [4]

A~u = −{~∇[(λ+ µ)~∇ · ~u] + ~∇ · [µ~∇~u]},

где λ, µ — коэффициенты упругости Ламе.
Вектор перемещений ~u(x, t) удовлетворяет в Ω дифференциальному уравнению дина-

мической теории упругости

ρ
∂2~u

∂t2
+A~u = 0, (1)

где ρ — плотность упругой среды.
Производные, входящие в A~u, для случая разрывных коэффициентов будем понимать

в смысле обобщенных функций со значениями в R3. Производную по t, входящую в (1),
будем понимать как производную от обобщенной функции ~u по параметру t.

Введем в пространстве R4 переменных xi, t цилиндрические области

Qi∞ = Ωi × (0,∞), i = 0, 1, Q∞ = Ω× (0,∞).

Лемма. Пусть ~u(x, t) удовлетворяет в Ω∞ уравнению (1), где производные понимают-
ся в смысле обобщенных функций. Если при этом и ~u ∈ C2(Qi∞), где i = 0, 1, и ~u ∈ C2(Q∞),
то ~u удовлетворяет в классическом смысле в областях Qi∞, уравнениям

ρi
∂2~u

∂t2
+Ai~u = 0, (2)

где

Ai = −[(λi + µi) grad div+µi∆],

а на поверхности ∂Ωi — условиям

[~t(~u)] = 0. (3)

Здесь скобки [ ] обозначают скачок соответствующей величины при переходе через поверх-
ность ∂Ω0, а ~t(~u) представляет собой вектор напряжений на поверхности ∂Ω0 с компо-
нентами τik~nk, где ~nk — орты внешней нормали к поверхности ∂Ω0.

Доказательство леммы легко следует из формулы Грина для оператора теории упру-
гости

∫

Ω

A~u · ~vdx = a(~u,~v)−
∫

Ω

[~t(~u)] · ~vds

Задача 1. Пусть граница тела ∂Ω разбита на три части ненулевой меры: ∂Ω = ∂Ωu
⋂

⋂
∂Ωr

⋂
∂Ωδ. Требуется найти векторную функцию ~u(x, t), которая удовлетворяет:

а) уравнению (2), где i = 0 при x ∈ Ω0, t > 0 и i = 1 при x ∈ Ω1, t > 0;
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Рис. 1. Геометрия задачи

б) граничным условиям

~u = 0 (x ∈ ∂Ωu), ~t(~u) = 0 (x ∈ ∂Ωτ ), ~t(~u) = ~ϕ (x ∈ ∂Ωδ); (4)

в) начальным условиям

~u(x, 0) = 0,
∂~u

∂t
= 0 (x ∈ Ω); (5)

г) условиям сопряжения (3) на ∂Ω1.
Эта задача описывает движение тела с включениями под действием нагрузки ~ϕ(x, t),

приложенной на участке ∂Ωδ границы тела ∂Ω. Нагрузка ~ϕ(x, t) моделирует воздействие
излучателя, находящегося на участке ∂Ωδ (рис. 1).

Направление вектора ~ϕ в реальных ситуациях может быть различным [2]: от нормаль-
ного до касательного. Примем для вектора ~ϕ следующие выражения:

~ϕ = H(x)f(t) cosωt~ϕ0(x), ‖~ϕ0‖ = 1.

Функция f(t) описывает огибающую воздействия. Можно принять для простоты f(t) =
= θ(t)θ(τρ − t), где τp — время воздействия.

Если f(t) = 1, то воздействие излучателя на тело носит немодулированный гармоничес-
кий характер. В этом случае представляет интерес изучение стационарных гармонических
колебаний тела с частотой ω. При этом игнорируются начальные условия (5).

Будем в этом случае искать решение задачи в виде

~u(x, t) = Re ~V (x)e−iωt,

где ~V (x) — вещественнозначная векторная функция. Тогда, очевидно, ~u = ~V cosωt и гра-
ничные условия (4) переходят в следующие:

~V = 0 (x ∈ ∂Ωu), ~t(~v) = 0 (x ∈ ∂Ωτ ), ~t(~v) = ~ψ (x ∈ ∂Ωδ), (6)

где ~ψ = H(x)~ϕ0. Уравнения (2) переходят в уравнения

(−Ai + ρiω
2)~V = 0. (7)
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Уравнения (7) образуют систему уравнений эллиптического типа. Однородные условия со-
пряжения (3) сохраняют свой вид:

[~t(~V )] = 0. (8)

Таким образом, приходим к следующей задаче.
Задача 2. Найти векторную функцию ~V (x), удовлетворяющую в областях Ωi уравне-

ниям (7), а на их границах — граничным условиям (7) и (8).
Очевидно, задачи 1 и 2 не могут иметь классического решения. Действительно, клас-

сическое решение — это функция класса C1( ~Q∞). В силу того, что граничные условия (4)
и (6) меняют свой характер при переходе через границы участков ∂Ωu, ∂Ωτ , ∂Ωδ, невоз-
можно гарантировать непрерывность первых производных решений на ∂Ω. Однако имеет
место следующая теорема.

Теорема. Существует единственное обобщенное решение задачи 1.
Доказательство этой теоремы достаточно громоздко и здесь мы его не приводим, огра-

ничившись краткими комментариями. Обобщенное решение представляет собой функцию
из некоторого пространства С.Л. Соболева [5], которая удовлетворяет интегральному тож-
деству, заменяющему обычные соотношения, указанные в формулировке задачи 1. Для слу-
чая простых граничных условий подобная теорема доказана, например, в работе [6]. Дадим
вариант определения обобщенного решения задачи 2. Заметим, что он вытекает из общей
схемы введения обобщенных решений для эллиптических краевых задач [7] как частный
случай. Применительно к задачам теории упругости эта схема изложена в [6].

Введем гильбертово пространство H = [L2(Ω)]
3, а также гильбертово пространство V ,

представляющее собой замыкание в норме пространства [W 1
2 (Ω)]

3 множества векторных
функций класса C∞(Ω), равных нулю в окрестности ∂Ωu. Таким образом,

H = [L2(Ω)]
3, V = {~V : ~V ∈ [W 1

2 (Ω)]
3, ~V |∂Ωu = 0}.

Обобщенным решением краевой задачи 2 называется векторная функция ~V ∈ V , такая,
что для любой функции ~η ∈ V имеет место вариационное тождество

α(~V, ~η) − ω2

∫

Ω

ρ(~V · ~η) dx =

∫

∂Ωδ

~ψ · ~ηds.

Здесь билинейная форма α(~V, ~η) задается равенством

α(~V, ~η) =

∫

Ω

[λεij(~V )εij(~η) + 2µεik(~V )εik(~η)] dx.

В случае ограниченной области Ω задача 2 принадлежит к числу так называемых ре-
гулярных эллиптических краевых задач. Для таких краевых задач имеет место свойство
фредгольмовости: при любом ω однородная задача имеет не более чем конечное число ли-
нейно независимых решений. На самом деле такие решения существуют только при значе-
ниях ω, совпадающих с частотами собственных колебаний рассматриваемого тела. В этом
случае решение задачи 2 существует, если выполнены определенные условия ортогональ-
ности нагрузки к решениям однородной задачи. Легко убедиться, что задача 2 является
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самосопряженной и поэтому требование ортогональности к нетривиальным решениям со-
пряженной задачи совпадает с требованием ортогональности к нетривиальным решениям
исходной задачи 2. Если ω не совпадает ни с одной частотой собственных колебаний, то
существует единственное решение для всех нагрузок, т. е. для всех функций H(x)~ϕ0(x).
При этом необходимо, конечно, уточнение понятия решения и условий, накладываемых на
функцию H(x) и поле направлений ~ϕ0(x). Если же область Ω является неограниченной, то
в условиях задачи 2 необходимо добавить условие излучения.
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Академiк НАН України Ю.Г. Кривонос, I. Т. Селезов

Про моделювання дiгностики включень у пружному тiлi

Стосовно моделювання дiагностики включень у пружному тiлi розглядається iснування
узагальнених розв’язкiв двох змiшаних задач еластодинамiки в прямокутнiй областi при
збудженнi на границi.

Academician of the NAS of Ukraine Yu.G. Krivonos, I. T. Selezov

On the inclusion diagnostics modeling for an elastic body

The existence of generalized solutions of two mixed problems of elastodynamics under the boundary
excitation is considered in connection with the diagnostics of inclusions in an elastic body.
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УДК 519.234.3+519.234.7

Член-кореспондент НАН України С. I. Ляшко, В. В. Алєксєєнко,
Д.А. Клюшин

Непараметричний критерiй однорiдностi двох вибiрок
на основi статистики включення

Розглянуто нову непараметричну статистику, основану на порядкових статистиках,
що вiдображає близькiсть двох вибiрок. Наведено алгоритм обчислення статистики.
Побудовано критерiй однорiдностi двох вибiрок iз довiльним визначеним рiвнем значу-
щостi.

Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , ym) — вибiрки, отриманi простим випадковим
вибором iз генеральних сукупностей G та H вiдповiдно, що мають абсолютно неперервнi
функцiї розподiлу F (u) i G(u). Одна з основих задач статистичного розпiзнавання образiв —
перевiрка гiпотези H0 про те, що вибiрки x i y є однорiдними, тобто F (u) = G(u).

У роботi [1] розглядається статистика, що є сумою абсолютних вiдхилень мiж наближе-
ними функцiями щiльностi еталонної вибiрки та еталонної вибiрки, доповненої елементами
тестової. Статистика має досить складну будову i не може застосовуватись для класифiкацiї
тестової вибiрки серед класiв, представлених еталонними вибiрками рiзного обсягу.

Iнша статистика, наведена у [2], будується як квадратичне вiдхилення мiж частотою
i ймовiрнiстю потрапляння елементiв тестової вибiрки в iнтервали, визначенi еталонною
вибiркою. Для цiєї статистики наводиться функцiя розподiлу, але не наведений алгоритм
обчислення, що ускладнює використання результатiв на практицi.

На базi iдей цих двох робiт будується нова непараметрична статистика, що дозволяє
розв’язувати задачу перевiрки гiпотези H0.

Статистика включення. Нехай x(1) < x(2) < · · · < x(n) — варiацiйний ряд вибiрки
x1, x2, . . . , xn i y(1) < y(2) < · · · < y(m) — варiацiйний ряд вибiрки y1, y2, . . . , ym.

Згiдно з гiпотезою Хiлла,

P (xk ∈ (x(i), x(j))) =
j − i

n+ 1
. (1)

Введемо позначення:

I0 = (−∞;x(1)), In = (x(n),∞), Ij = (x(j), x(j+1)), j = 1, n− 1. (2)

Тодi, за формулою (1), має мiсце p = P (xk ∈ Ii)) = 1/(n + 1).
Позначимо li кiлькiсть yj, таких, що yj ∈ Ij, i fi = li/m— частоту потрапляння елементiв

вибiрки yj в iнтервали Ii.
Введемо статистику включення, яка є абсолютним вiдхиленням мiж частотою i ймовiр-

нiстю потрапляння елементiв вибiрки yj в iнтервали Ii:

η =

n∑

i=0

|p− fi|. (3)
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Введемо такi позначення:

b =





[
m

n+ 1

]
+ 1,

m

n+ 1
>

[
m

n+ 1

]

m

n+ 1
,

m

n+ 1
=

[
m

n+ 1

] ;

h — кiлькiсть i таких, що li > b, w =
∑

li>b

li − b, δ+ = b− m

n+ 1
; b = b− 1;

h — кiлькiсть i таких, що li 6 b, w =
∑

li6b

b− li, δ− =
m

n+ 1
− b.

Лема 1. h, w, δ− можна визначити через h, w, δ+.
Доведення. h = n − h, де n — довжина вектора l,

w =
∑

li6b

b− li =
∑

li6b

b−
∑

li6b

li = hb−
(
m−

∑

li>b

li

)
=

= (n− h)(b− 1)−
(
m+

∑

li>b

(b− li)−
∑

li>b

b

)
=

= nb− n− hb+ h− (m+w − hb) = nb+ h− n−m− w.

Отже,

δ− =
m

n+ 1
− b =

m

n+ 1
− b+ 1 = 1− δ+.

Лема 2. Пара (h,w) однозначно визначає статистику η для визначених m i n.
Доведення.

η =
n∑

i=0

|p−fi| =
∑

li>b

∣∣∣∣
m

n+1
−li
∣∣∣∣

m
+
∑

li6b

∣∣∣∣
m

n+1
−li
∣∣∣∣

m
=

∑

li>b

(
li−

m

n+1

)
+
∑

li6b

(
m

n+1
−li
)

m
=

=

∑

li>b

(li − b+ δ+) +
∑

li6b

(b− li + δ−)

m
=
w + hδ+ + w + hδ−

m
.

За лемою 1 маємо

η =
w + hδ+ + nb+ h− n−m− w + (n − h)δ−

m
= η(h,w).

Твердження леми справедливе, оскiльки b, δ+ i δ− обчислюються через m i n.
Розподiл статистики включення. Припустимо, що справедлива гiпотеза H0, тоб-

то F (u) = G(u). Введемо в розгляд об’єднану вибiрку z1, z2, . . . , zm+n = x1, x2, . . . , xn, y1,
y2, . . . , ym. Нехай z(1), z(2), . . . , z(m+n) — вiдповiдний варiацiйний ряд.
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Оскiльки елементи вибiрки yj належать генеральнiй сукупностi G i вiдповiдному варiа-
цiйному ряду, то ми можемо вважати, що всi можливi позицiї, що займають елементи yj
у варiацiйному рядi, є рiвноiмовiрними. Тобто будь-якi m елементiв вибiрки z1, z2, . . . , zm+n

можуть належати тестовiй вибiрцi. Набiр позицiй елементiв тестової вибiрки у варiацiйному
рядi однозначно визначає вектор l частот потрапляння елементiв вибiрки yj в iнтервали Ii.
Всього рiзних розподiлiв l iснує Cm

m+n — кiлькiсть способiв обрати у варiацiйному рядi m
позицiй, що вiдповiдають елементам вибiрки yj .

Позначимо як S(n, k, l) кiлькiсть способiв розмiстити k кульок по n урнах так, щоб
в кожнiй було не бiльше, нiж l кульок. Ця величина може бути обчислена за допомогою
таких рекурентних формул:

S(0, k, l) = 0, S(n, 0, l) = 1, S(n, 1, l) = n, S(1, k, l) = 1, k 6 l,

S(n, k, l) = S(n− 1, k, l) + S(n− 1, k − 1, l) + · · · + S(n− 1, k − l, l).

Теорема 1. Для визначених характеристик (h,w) кiлькiсть рiзних векторiв l, для
яких характеристики будуть набувати цих значень, можна обчислити за формулою:

N(h,w) = Ch
n+1C

w
h+w−1

S(n + 1− h,m− bh− w, b− 1). (4)

Доведення. Кiлькiсть способiв обрати h позицiй серед n + 1 дорiвнює Ch
n+1. Згiдно

з позначеннями, h — кiлькiсть позицiй вектора l, вибiрковi значення в яких перевищують
або дорiвнюють b, w — величина, на яку за цими позицiями сума елементiв в iнтервалi
бiльша за b. Кiлькiсть векторiв, в яких на h позицiях знаходяться числа, що перевищують
або дорiвнюють b так, що

∑
i
(li − b) = w — це те саме, що кiлькiсть способiв спочатку

розташувати b кульок у h урнах, потiм ще додати w кульок до цих урн. Кiлькiсть спосо-
бiв — Cw

h+w−1
. На iнших n + 1 − h позицiях залишається всього m − bh − w елементiв,

причому кiлькiсть елементiв в кожному iнтервалi не бiльше нiж b− 1. Тобто кiлькiсть ва-
рiантiв дорiвнює S(n+1−h,m− bh−w, b− 1). Отже, загальна кiлькiсть векторiв дорiвнює

Ch
n+1C

w
h+w−1

S(n + 1 − h,m − bh − w, b − 1).
Таким чином, показано, що для визначених m i n iмовiрнiсть того, що розподiлу iнтер-

валiв l буде вiдповiдати пара (h,w), дорiвнює

p(h,w) =
Ch
n+1C

w
h+w−1

S(n+ 1− h,m− bh− w, b− 1)

Cm
m+n

. (5)

Критерiї однорiдностi. На основi викладеного можна побудувати такий критерiй для
перевiрки гiпотези H0:

1) для даних m та n (розмiрностей тестової та еталонної вибiрки) обчислити ймовiрностi
для всiх можливих пар (h,w). Зазначмо, що цi ймовiрностi можна обчислити заздалегiдь
i занести в таблицю, адже вони залежать тiльки вiд m та n;

2) визначити пару характеристик (h0, w0) для заданих тестової i еталонної вибiрки i вiд-
повiдну ймовiрнiсть p(h0, w0);

3) обчислити α — суму ймовiрностей менш iмовiрних пар характеристик, нiж (h0, w0).
Фактично α можемо вважати досяжним рiвнем значущостi, тобто найменшим рiвнем зна-
чущостi, при якому гiпотеза H0 вiдхиляється для таких значень характеристик;
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Таблиця 1. Розподiли еталонних вибiрок

n µ σ

100 0 1
150 0 2
200 1 1
250 −1 4

Таблиця 2. Результати експерименту

Класифiкацiя Експеримент 1 Експеримент 2 Експеримент 3

Розподiл 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Kуспiх 98 84 69 84 86 93 94 92 98 69 98 94
Kпомилка 0 1 1 0 0 0 0 1 0 4 0 0
Kневизн 2 15 30 16 14 7 6 7 2 27 2 6
AKуспiх 99 96 93 99 98 100 100 99 99 94 100 99
AKпомилка 1 4 7 1 2 0 0 1 1 6 0 1

4) нехай бажаний рiвень значущостi α0. Тодi критерiєм прийняття гiпотези H0 буде
α > α0.

Розглянемо задачу класифiкацiї. Нехай задано k класiв, кожен з яких представлений
вiдповiдною еталонною вибiркою x(i), i = 1, . . . , k, i тестова вибiрка y. Треба визначити,
якому класу належить тестова вибiрка. Для кожної еталонної вибiрки i тестової вибiрки
за критерiєм i заданим рiвнем значущостi перевiримо справедливiсть гiпотези H0. Якщо
гiпотеза H0 приймається згiдно з критерiєм рiвно для однiєї еталонної вибiрки, то вважаємо,
що тестову вибiрку вдалося класифiкувати i вона належить класу цiєї еталонної вибiрки,
iнакше класифiкацiю виконати не вдалося.

Побудована згiдно з алгоритмом величина 1− α може бути використана як мiра близь-
костi двох вибiрок.

Якщо будь-що необхiдно обрати якийсь iз класiв, то можна побудувати альтернативний
критерiй класифiкацiї — будемо вважати, що тестова вибiрка належить тому класу, для
еталонної вибiрки якого величина 1 − α є мiнiмальною. В такому випадку невизначенiсть
не виникає.

Практична перевiрка критерiїв однорiдностi. Методика перевiрки критерiїв кла-
сифiкацiї має такий вигляд. Генеруємо чотири еталоннi вибiрки, якi будуть представляти
класи класифiкацiї (табл. 1).

Для кожного типу нормального розподiлу генеруємо 100 тестових вибiрок по 300 еле-
ментiв в кожнiй. Кожну тестову вибiрку класифiкуємо за критерiєм (К) i альтернативним
критерiєм (АК). Експеримент повторимо тричi. Результати наведенi у табл. 2.
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Член-корреспондент НАН Украины С.И. Ляшко, В.В. Алексеенко,
Д.А. Клюшин

Непараметрический критерий однородности двух выборок на основе
статистики включения

Рассмотрена новая непараметрическая статистика, основанная на порядковых статисти-
ках и отражающая близость двух выборок. Приведен алгоритм вычисления статистики.
Построен критерий однородности двух выборок с произвольно заданным уровнем значимос-
ти.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine S. I. Lyashko, V.V. Alexeyenko,
D.A. Klyushin

Nonparametrical test for homogeneity of two samples based on the
inclusion statistics

A new nonparametrical statistics based on order statistics reflecting the proximity of two samples
is investigated. An algorithm for calculation of this statistics is proposed. The test for homogeneity
of two samples with an arbitrary significance level is developed.
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УДК 517.9

Ю.В. Малицкий, В.В. Семенов

Схема внешних аппроксимаций для вариационных

неравенств на множестве неподвижных точек
фейеровских операторов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины С.И. Ляшко)

Предложен новый метод решения вариационных неравенств на множестве неподвиж-
ных точек не более чем счетного семейства фейеровских операторов, действующих
в бесконечномерном гильбертовом пространстве. Доказаны теоремы сильной сходи-
мости.

Вариационные неравенства с монотонными операторами — один из центральных объектов
изучения в прикладном нелинейном анализе. Многие задачи исследования операций, ма-
тематической экономики и математической физики могут быть записаны в форме вариа-
ционных неравенств, для численного решения которых к настоящему времени предложено
и исследовано большое количество алгоритмов. Среди последних большое значение име-
ют итерационные процессы, порожденные фейеровскими и нерастягивающими оператора-
ми [1–7]. Эти операторы обладают очень важным свойством замкнутости относительно
композиций определенного типа, что открывает возможность естественной декомпозиции
задач и сборки алгоритмов из некоторого семейства более простых процедур.

В работе рассматривается вариационное неравенство на множестве неподвижных точек
не более чем счетного семейства фейеровских операторов, действующих в бесконечномер-
ном гильбертовом пространстве. Отталкиваясь от известного “гибридого метода” Takahashi–
Takeuchi–Kubota [8–9] поиска неподвижных точек, мы предлагаем так называемую схему
внешних аппроксимаций для решения рассматриваемой задачи с сильно монотонным и ли-
пшицевым оператором. Основной результат — теоремы сильной сходимости схемы внеш-
них аппроксимаций. Заметим, что наш анализ совсем не использует понятий, связанных со
слабой топологией (демизамкнутость, свойство Кадеца–Кли) (см. также [9, 10]). Все необ-
ходимые сведения по нелинейному анализу изложены в работах [1, 7].

Пусть H — действительное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)
и нормой ‖ · ‖.

Определение 1. Оператор T : H → H называют фейеровским (квазинерастягиваю-
щим), если

1) F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} 6= ∅;
2) ‖Tx − y‖ 6 ‖x − y‖ ∀x ∈ H ∀ y ∈ F (T ).
Замечание 1. Для фейеровского оператора T множество неподвижных точек F (T ) замк-

нутое и выпуклое.
Для операторов A : H → H и множеств M ⊆ H обозначим

V I(A,M) = {x ∈M : (Ax, y − x) > 0 ∀ y ∈M}.

© Ю. В. Малицкий, В.В. Семенов, 2013
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Рассмотрим абстрактную задачу:

найти x ∈ V I

(
A,

∞⋂

n=1

F (Tn)

)
. (1)

Будем предполагать выполненными следующие условия: {Tn}n∈N — cчетное множество

фейеровских операторов, действующих в H; F =
∞⋂
n=1

F (Tn) 6= ∅; A : H → H — сильно

монотонный и липшицевый оператор с константами l > 0, L > 0 соответственно.
Замечание 2. Решение вариационного неравенства (1) существует и единственно.
Замечание 3. При λ ∈ (0, 2l/L2) оператор I − λA является сжимающим.
Для произвольной пары элементов x, y ∈ H определим множество

H(x, y) = {z ∈ H : ‖z − y‖ 6 ‖z − x‖} = {z ∈ H : 2(x− y, z) 6 ‖x‖2 − ‖y‖2}.

Множество H(x, y) является замкнутым полупространством (совпадающим с H в случае
x = y).

Для аппроксимации решения вариационного неравенства (1) предлагаем
Алгоритм 1. Cтроим последовательность (xn) по схеме





x1 ∈ H, C1 = H,

Cn+1 = Cn
⋂
H(xn, Tnxn),

xn+1 = PCn+1(I − λnA)xn,

где λn > 0.
Замечание 4. Алгоритм 1 — обобщение “гибридного метода” аппроксимации неподвиж-

ных точек нерастягивающих операторов [8]. В работах [9, 11] подобные схемы были исполь-
зованы для поиска неподвижных точек многозначных фейеровских операторов и решения
задач равновесного программирования.

Предположим, что Cn 6= ∅ и F ⊆ Cn. Имеем

‖Tnxn − z‖ 6 ‖xn − z‖ ∀ z ∈ F ⊆ F (Tn).

Следовательно, F ⊆ H(xn, Tnxn). Таким образом, F ⊆ Cn+1. Получили цепочку вложений

H = C1 ⊇ · · · ⊇ Cn ⊇ Cn+1 ⊇ · · · ⊇ F 6= ∅

и корректность определения последовательности (xn).
Для доказательства основных результатов нам необходимы
Утверждение 1 [7]. Если Cn — замкнутые выпуклые подмножества гильбертова

пространства H, Cn ⊇ Cn+1 и C =

∞⋂

n=1

Cn 6= ∅, то

PCnx→ PCx для всех x ∈ H.

Определение 2. Семейство операторов {Tn : H → H} назовем предельно замкнутым,
если
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1)
∞⋂
n=1

F (Tn) 6= ∅;

2) для любой последовательности (xn) имеем

xn → x,

xn − Tnxn → 0

}
⇒ x ∈

∞⋂

n=1

F (Tn).

Замечание 5. Если Tn ≡ T и оператор T замкнут, то семейство {Tn} предельно замкнуто.
Имеет место
Теорема 1. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый оператор с кон-

стантами l > 0, L > 0 соответственно; {Tn : H → H} — счетное предельно замкнутое
семейство фейеровских операторов. Предположим, что λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 2l/L2) ∀n ∈ N

и λn → λ. Тогда порожденная алгоритмом 1 последовательность (xn) сильно сходится
к единственному решению вариационного неравенства (1).

Доказательство. Существует единственный элемент y ∈
∞⋂
n=1

Cn, такой, что

y = P⋂
∞

n=1 Cn
(I − λA)y.

Покажем, что xn → y при n → ∞. Рассмотрим вспомогательную последовательность эле-
ментов yn = PCn(I − λA)y. Известно, что yn → y при n → ∞. Имеет место оценка

‖xn+1 − yn+1‖ 6 ‖(I − λnA)xn − (I − λA)y‖ 6 q‖xn − yn‖+ q‖yn − y‖+ |λn − λ|‖Axn‖,

где q ∈ (0, 1). Предположим, что (xn) не сходится к y. Тогда

lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ > 0.

Следовательно,

lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ = lim sup
n→∞

‖xn+1 − yn+1‖ 6 q lim sup
n→∞

‖xn − yn‖ < lim sup
n→∞

‖xn − yn‖,

что абсурдно. Таким образом, ‖xn − y‖ → 0.
Покажем, что y — решение вариационного неравенства (1). Поскольку xn+1 = PCn+1(I−

− λnA)xn, то

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) > 0 ∀ z ∈ Cn+1.

Принимая во внимание вложение F ⊆ Cn+1, получим,

(xn+1 − xn + λnAxn, z − xn+1) > 0 ∀ z ∈ F ∀n ∈ N.

Совершив предельный переход, имеем

(Ay, z − y) > 0 ∀ z ∈ F =

∞⋂

n=1

F (Tn).

Осталось доказать включение y ∈
∞⋂
n=1

F (Tn). Поскольку xn+1 ∈ Cn+1, то

‖Tnxn − xn+1‖ 6 ‖xn − xn+1‖,
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откуда

‖Tnxn − xn‖ 6 ‖Tnxn − xn+1‖+ ‖xn − xn+1‖ 6 2‖xn − xn+1‖.

Следовательно, xn − Tnxn → 0. Учтя предельную замкнутость семейства операторов {Tn},
получим y ∈

∞⋂
n=1

F (Tn).

Уточним предыдущий результат для вариационного неравенства с не более чем счетным
семейством операторов {Tn}n∈I :

найти x ∈ V I

(
A,
⋂

i∈I

F (Ti)

)
, (2)

где I ⊆ N.
Алгоритм 2. Строим последовательность (xn) по схеме





x1 ∈ H, C1 = H,

Cn+1 = Cn
⋂
H(xn, Tp(n)xn),

xn+1 = PCn+1(I − λnA)xn,

где p : N → I , λn > 0.
Будем предполагать, что отображение p : N → I сюръективно и в случае счетного I

“достаточно часто” принимает каждое свое значение. А именно, для произвольного индекса
i ∈ I множество p−1(i) = {k ∈ N : p(k) = i} бесконечно.

Замечание 6. Если I = {1, 2, . . . , N}, то можно положить p(n) = (n − 1) mod N + 1
(циклическая стратегия).

Теорема 2. Пусть A : H → H — сильно монотонный и липшицевый оператор с кон-
стантами l > 0, L > 0 соответственно; {Tn : H → H}n∈I — не более чем счетное се-
мейство замкнутых фейеровских операторов,

⋂
n∈I

F (Tn) 6= ∅. Предположим, что λn ∈

∈ [λ, λ] ⊆ (0, 2l/L2) ∀n ∈ N, λn → λ, для произвольного индекса i ∈ I множество p−1(i) =
= {k ∈ N : p(k) = i} бесконечно. Тогда порожденная алгоритмом 2 последовательность
(xn) сильно сходится к единственному решению вариационного неравенства (2).

Доказательство. Необходимо лишь доказать утверждение:

xn → x,

xn − Tp(n)xn → 0

}
⇒ x ∈

⋂

i∈I

F (Ti).

Возьмем произвольный индекс i ∈ I . Существует возрастающая последовательность (nk),
такая, что p(nk) = i. Имеем

xnk → x, xnk − Tp(nk)xnk = xnk − Tixnk → 0.

Замкнутость оператора Ti влечет x ∈ F (Ti). В силу произвольности i ∈ I получаем, что
x ∈ ⋂

i∈I
F (Ti).
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Замечание 7. Аналогичные теореме 2 результаты имеют место для схем





x1 ∈ H,

yn = Tp(n)xn,

C1 = {z ∈ H : ‖y1 − z‖ 6 ‖x1 − z‖}, Q1 = H,

Cn = Cn−1
⋂
Qn−1 ∩ {z ∈ H : ‖yn − z‖ 6 ‖xn − z‖},

Qn = Cn−1
⋂
Qn−1

⋂{z ∈ H : ((I − λn−1A)xn−1 − xn, xn − z) > 0},
xn+1 = PCn∩Qn(I − λnA)xn,





x1 ∈ H, Q1 = H,

yn = Tp(n)xn,

Cn = {z ∈ H : ‖yn − z‖ 6 ‖xn − z‖},
Qn = Qn−1

⋂
{z ∈ H : ((I − λn−1A)xn−1 − xn, xn − z) > 0},

xn+1 = PCn∩Qn(I − λnA)xn,

где p : N → I , λn > 0.

Работа В.В. Семенова выполнена при финансовой поддержке Верховной Рады Украины (Имен-
ная стипендия ВР Украины для молодых ученых в 2013 году).

1. Васин В.В., Еремин И.И. Операторы и итерационные процессы фейеровского типа. (Теория и при-
ложения). – Москва; Ижевск: Регулярная и хаотическая динамика, 2005. – 200 с.

2. Нурминский Е.А. Использование дополнительных малых воздействий в фейеровских моделях итера-
тивных алгоритмов // Журн. вычислит. математики и мат. физики. – 2008. – 48, № 12. – С. 2121–2128.

3. Yamada I. The hybrid steepest descent method for the variational inequality over the intersection of
fixed point sets of nonexpansive mappings // D. Butnariu, Y. Censor, S. Reich (eds.), Inherently Parallel
Algorithm for Feasibility and Optimization and Their Applications. – Amsterdam: Elsevier, 2001. – P. 473–
504.

4. Малiцький Ю.В., Семенов В. В. Новi теореми сильної збiжностi проксимального методу для задачi
рiвноважного програмування // Журн. обчисл. та прикл. матем. – 2010. – № 3(102). – С. 79–88.

5. Малiцький Ю.В. Пошук нерухомої точки лiпшицевої напiвгрупи нерозтягуючих операторiв // Там
само. – 2012. – № 1(107). – С. 35–39.

6. Войтова Т.А., Денисов С.В., Семенов В. В. Альтернуючий проксимальний алгоритм для задачi
дворiвневої опуклої мiнiмiзацiї // Доп. НАН України. – 2012. – № 2. – С. 56–62.

7. Bauschke H.H., Combettes P. L. Convex analysis and monotone operator theory in Hilbert spaces. – New
York: Springer, 2011. – xvi + 468 p.

8. Takahashi W., Takeuchi Y., Kubota R. Strong convergence theorems by hybrid methods for families of
nonexpansive mappings in Hilbert spaces // J. Math. Anal. Appl. – 2008. – 341. – P. 276–286.

9. Семенов В. В. Сильно збiжний алгоритм пошуку нерухомої точки багатозначного фейєрiвського опе-
ратора // Журн. обчисл. та прикл. матем. – 2010. – № 4(103). – С. 89–93.

10. Bauschke H.H., Chen J., Wang X. A projection method for approximating fixed points of quasi nonexpansi-
ve mappings without the usual demiclosedness condition. – arXiv:1211.1639.

11. Войтова Т.А., Денисов С.В., Семенов В.В. Сильно збiжний модифiкований варiант методу Корпе-
левич для задач рiвноважного програмування // Журн. обчисл. та прикл. матем. – 2011. – № 1(104). –
С. 10–23.

Поступило в редакцию 04.02.2013Киевский национальный университет
им. Тараса Шевченко

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 51



Ю.В. Малiцький, В. В. Семенов

Схема зовнiшнiх апроксимацiй для варiацiйних нерiвностей
на множинi нерухомих точок фейєрiвських операторiв

Запропоновано новий метод розв’язання варiацiйних нерiвностей на множинi нерухомих
точок не бiльш нiж злiченної сiм’ї фейєрiвських операторiв, що дiють у нескiнченновимiр-
ному гiльбертовому просторi. Доведено теореми сильної збiжностi.

Yu.V. Malitsky, V.V. Semenov

A scheme of outer approximations for variational inequalities over
a fixed point set of Fejer operators

A new method for solving variational inequalities over the set of fixed points of a countable family of
Fejer operators, which act in the infinite-dimensional Hilbert space, is proposed. Strong convergence
theorems are proved.
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УДК 519.8.3

И.Г. Мороз-Подворчан

К вопросу о реальной эффективности параллельных
вычислений в проектируемых системах реального

времени

(Представлено академиком НАН Украины В.И. Скурихиным)

Ускорение вычислений в системах зависит от числа параллельно работающих процессо-
ров. Рассматривается реальная оценка скоростных параметров в проектируемых сис-
темах реального времени при параллелизации вычислений.

К технической основе разносторонней информатизации относятся разнообразные средства
вычислительной техники, в том числе обладающие системной сложностью. Здесь выде-
ляются два типа вычислительных систем, характеризуемые особенностями переработки
информации во времени, — вычислительные системы свободного времени (ВС СВ) и вы-
числительные системы реального времени (ВС РВ), существенно различающиеся областями
практического использования и, соответственно, подходами к проектированию. Если ВС СВ
преимущественно ориентированы на обслуживание потока расчетных задач без особой диф-
ференциации последних по времени их индивидуального решения на основании соображе-
ний эффективной переработки информации “в общем и целом”, то ВС РВ, напротив, больше
направлены на индивидуальное обслуживание задач со строгим соблюдением времени ре-
шения, например при автоматизированном управлении объектами новой техники. И если
процесс решения задач в ВС СВ во многих случаях можно рассматривать одноактно —
от момента ввода исходных данных до момента получения окончательного результата, то
процесс решения указанных задач управления в ВС РВ в своем большинстве представляет
собой развернутую во времени процедуру оперирования получаемыми и выдаваемыми те-
кущими данными в режиме функционирования автоматизируемого объекта — реализацию
операторов управления “в нужное время и в нужном месте”. Контурно это показано на схе-
ме (рис. 1), которая традиционно используется для иллюстрации качественного отличия
ВС РВ от ВС СВ во временном аспекте.

Рис. 1

© И.Г. Мороз-Подворчан, 2013
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В рамках данной работы определим процесс проектирования ВС РВ — специализиро-
ванных вычислительных управляющих систем реального времени — как процесс придания
проектируемой системе действительно требуемых свойств (насколько об этом можно судить
на уровне имеющихся знаний и принятых положений, понимания условий данной ситуации
и планируемых результатов), в первую очередь, в виде временных параметров переработки
информации в проектируемой системе — реализации функций управления. Соответственно
определим возможные получающиеся отклонения от требуемых значений параметров как
допущенные ошибки в проектировании, которые в ряде случаев могут приводить к значи-
тельным негативным последствиям в управлении вплоть до катастрофических. Например,
в областях ракето- и авиастроения (особенно это касается прецезионной робототехники для
высокоответственных применений).

Выделим класс специфических ошибок, происхождение которых объясняется неполно-
той знаний о реалиях переработки информации в конкретных вычислительных схемах,
в том числе при параллельной организации вычислений, в результате чего при оптимис-
тической позиции проектировщиков оценки скоростных параметров переработки могут за-
вышаться, что ощутимо искажает паспортно-производственные представления о проекти-
руемой системе с понятными возможными последствиями, в частности, коммерческого ха-
рактера. Такого рода ошибки можно назвать потенциально исправимыми при условии про-
ведения дополнительных более глубоких “устанавливающих истину” исследований, в пер-
вую очередь имеющих вид точных доказательств. (В этой связи представляется методоло-
гически уместно обратить внимание на многочисленные факты использования стереотип-
ного выражения “Дьявол находится в деталях”, которым некоторые научные работники,
по сути, оправдывают отказ от необходимости проведения глубоких исследований там, где
полученные результаты могут иметь решающее значение, возможно, приводя к выводам,
оказывающимся прямо противоположными начальным.)

Приведем в качестве иллюстрирующего примера простейшую, но сохраняющую пред-
ставительность, схему вычислений, реализуемую в блоке параллельно работающих одно-
родных арифметических процессоров, и исследуем, что может обеспечить данная схема
в вычислительном плане. Данный случай актуализируется вопросом о возможности/не-
возможности осуществления сверхлинейного ускорения переработки информации с ростом
числа процессоров в многопроцессорной системе (машине) макроконвейерного типа [1–6].
Рассмотрим и оценим аналитически, что является необходимым условием для получения
точных количественных оценок реально получающегося ускорения вычислений в блоке из p
процессоров, в сравнении с тем же вычислением (решением той же задачи) лишь в одном
из таких же процессоров, что принято выражать коэффициентом ускорения Ky = T1/Tp,
где T1 — время решения данной задачи на одном процессоре, а Tp — время решения ее же
в указанном блоке.

Допустим, речь идет о текущем вычислении суммы n однотипных чисел, плотным пото-
ком поступающих в блок из однородных процессоров (рис. 2). Оперирование здесь заклю-
чается в вычислении в каждом из процессоров m = n/p слагаемых промежуточных сумм,
которые затем суммируются окончательно в одном из этих процессоров. Полное реальное
время решения этой задачи в тактах τ составляет T ∗

p = τn/p + τ log2 p. (Для технического
удобства параметрам придаются значения степеней 2. Так, T ∗

p = 32τ + τ + τ при n = 128
и p = 4.)

Таким образом, реальная длительность процесса решения данной задачи в рамках дан-
ной схемы определяется как сумма двух компонентов, зависящих от p, причем с ростом p
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Рис. 2 Рис. 3

первый компонент уменьшается линейно, а второй — увеличивается логарифмически. Отсю-
да следует, что, по меньшей мере применительно к задачам и схемам такого рода, выра-
жение ускорения процесса вычислений в блоке из множества параллельных процессоров
в сравнении с процессом решения той же задачи в одном процессоре приобретает следую-
щий вид:

K∗
y =

T1
T ∗
p

=
τn

τ
n

p
+ τ log2 p

< p,

в то время как

Ky =
T1
Tp

=
τn

τ
n

p

= p,

где K∗
y имеет смысл реального ускорения, а Ky — смысл гипотетического линейного уско-

рения.
Этот факт стилизованно изображен на рис. 3, где K∗

yi обозначается сплошной линией B2,
а Kyi — штриховой B1. И хотя K∗

yi+1
−K∗

yi < K∗
yi −Kyi−1 , все равно

Kyi+1 −K∗
yi+1

> Kyi −K∗
yi .

Иначе говоря, здесь с увеличением числа процессоров скорость переработки задачной ин-
формации растет, а ускорение в рассматриваемом смысле падает.

Правомочно полагать, что решение более сложных в вычислительном отношении задач
не приведет к получению более высокого ускорения. Если также полагать, что данная за-
дача не сложнее любой другой, то приведенное можно считать доказательством невозмож-
ности достижения линейного ускорения в любой вычислительной системе с параллельной
организацией вычислений, в том числе в макроконвейерной ЭВМ с увеличением числа па-
раллельно работающих процессов в арифметическом блоке, тем более ускорения “более чем
линейного” [4].
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Разумеется, изложенное никоим образом не следует понимать как тенденциозную кри-
тику безусловно продуктивного метода параллельной организации вычислений в системах,
тем более в многоканальных и многофункциональных. Мотивировка данной работы — фор-
мирование реалистических представлений о точных значениях действующих скоростных
параметров, что особенно важно при проектировании специализированных ВС РВ.
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I. Г. Мороз-Подворчан

До питання про реальну ефективнiсть паралельних обчислень
у проектованих системах реального часу

Прискорення обчислень у системах залежить вiд кiлькостi процесорiв, що працюють па-
ралельно. Розглядається реальна оцiнка швидкiсних параметрiв у проектованих системах
реального часу при паралелiзацiї обчислень.

I.G. Moroz-Podvorchan

To the question concerning the real efficiency of parallel calculations in
designed real-time computer systems

The acceleration of calculations in computer systems depends on the number of parallel processors.
The real estimation of speed-parameters in designed computer systems under the calculation paralle-
lism is considered.
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Про межi застосовностi наближених пiдходiв
до дослiдження макроскопiчних трiщин поперечного

зсуву у в’язкопружних анiзотропних композитах

(Представлено академiком НАН України В. Д. Кубенком)

Iз застосуванням моделi трiщини з зоною передруйнування побудовано визначальнi рiв-
няння росту в задачi про розвиток трiщини поперечного зсуву у в’язкопружному анi-
зотропному тiлi. Одержанi рiвняння спрощено на основi припущення про малий розмiр
зони передруйнування у вершинах трiщини. Наведено результати порiвняння отрима-
них за допомогою наближеного рiвняння значень довговiчностi тiла з в’язкопружного
композита iз значеннями довговiчностi, отриманими за допомогою розв’язання точних
рiвнянь розвитку трiщини.

Експериментальнi дослiдження демонструють те, що причиною виходу з ладу елементiв
конструкцiй iз полiмерних композитних матерiалiв може бути стiйке зростання трiщини
внаслiдок спадкових властивостей матерiалiв компонент композита [1].

Моделi такого вiдкладеного руйнування в’язкопружних матерiалiв побудовано в основ-
ному для випадкiв трiщини нормального вiдриву [2]. Втiм, для вивчення процесiв тривало-
го руйнування спадкових матерiалiв цiкавим є дослiдження росту трiщин при докритичних
зсувних навантаженнях. Ця робота є продовженням дослiджень, початих у роботах [3, 4],
в нiй розглянуто можливiсть застосування наближених пiдходiв для дослiдження довготри-
валостi лiнiйно в’язкопружних пластин з трiщинами поперечного зсуву.

Постановка задачi та застосована модель. Розглянемо двофазний композитний ма-
терiал з однонапрямним армуванням дискретними трансверсально iзотропними волокнами.
Вважатимемо, що матерiали обох фаз композита виявляють в’язкопружнi властивостi, якi
обумовлюють спадкову поведiнку композита загалом. Релаксацiйнi модулi матерiалiв ком-
понентiв у загальному випадку заданi рядом функцiй Мiттаг–Леффлера

λij(t) = λ(ij)∞ +
n∑

k=1

µ(ij)kEα(ij) ,1(−β(ij)ktα(ij)), Eα,δ(x) =
∞∑

n=0

xn

Γ[αn + δ]
. (1)

© А.О. Камiнський, М. Ф. Селiванов, Ю. О. Чорноiван, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 57



Рис. 1

Будемо дослiджувати тривале руйнування тiла, виготовленого з матерiалу тiла з на-
скрiзною трiщиною. На нескiнченностi на тiло дiють зусилля T в нормальному до осi x3
напрямку (рис. 1, a).

Деформування тiла вiдбувається за умов плоскої деформацiї. Трiщину розташовано
в однiй з площин симетрiї механiчних властивостей композита, пiд час свого розвитку трi-
щина не виходить за межi цiєї площини. Таке припущення виконується для композитiв
з високим ступенем адгезiї, не схильних до розшарування. Розглянемо варiант напрямку
армування вздовж осi розташування трiщини x1 (рис. 1, б ).

Трiщину-щiлину у в’язкопружному композитi можна подати як розрiз, береги якого
мають двi характерних дiлянки — на однiй береги взаємодiють, на iншiй — нi [4]. Взаємодiя
берегiв вiдбувається у вузьких зонах передруйнування на краях трiщини (рис. 1, в). При
поперечному зсувi поширення трiщини стримується матерiалом у зонi вершини трiщини,
поки зсув берегiв у зонi вершини не перевищить критичного значення [1, 5]

2u(t)|x1=a ≡ δ(t)|x1=a = δII∗, (2)

де 2a — розмiр трiщини; u(t) — змiщення вздовж осi x1; t — час.
У процесi моделювання протидiї матерiалу в зонi вершини трiщини (зонi передруйну-

вання) вiдповiдними дотичними напруженнями будемо припускати, що цi напруження τ0
рiвномiрно розподiленi вздовж берегiв зони передруйнування довжини d(t) i не змiнюються
пiд час докритичного зростання. Для в’язкопружнопластичних матерiалiв зазвичай покла-
дають τ0 = τs, де τs — границя текучостi при зсувi. У загальному випадку цю характерис-
тику необхiдно визначити експериментально [2]. Розмiр зони передруйнування d(t) визна-
чається з умови обмеженостi напружень в кiнцi цiєї зони при x1 = a + d(t).

Отже, для вiдповiдної задачi теорiї лiнiйної в’язкопружностi маємо такi граничнi умови:
у нескiнченнiй областi iснує розрiз вздовж осi x1 довжиною 2(a + d) з центром у початку
координат; на поверхнi розрiзу дiють напруження

σ11(x, 0) = 0; σ22(x, 0) = 0; τ12 =

{
0, |x| 6 a,

τ0, a < |x| 6 a+ d.

У нескiнченно вiддалених точках площини τ12(x,∞) = T . У задачi з викладеними вище
умовами будемо визначати довговiчнiсть тiла, тобто тривалiсть часового промiжку мiж
початковим моментом часу та початком динамiчного руйнування тiла.
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Рiвняння розвитку трiщини у в’язкопружному композитi. Для отримання виз-
начальних рiвнянь розвитку трiщини скористаємося принципом Вольтерра або принципом
пружно-в’язкопружної аналогiї.

На площинi x1Ox2 взаємний зсув берегiв трiщини довжиною 2a в точцi (x, 0) для до-
слiджуваної пружного аналога поставленої задачi, потрiбний для пiдставляння до рiвнян-
ня (2), можна обчислити за формулою

2u(x, a) = Lu1(x, a), u1(x, a) =
τ0K1(x, a)

π
, |x| 6 a+ d, (3)

де

K1(x, a) = x ln

∣∣∣∣
aX(x)−X(a)x

aX(x) +X(a)x

∣∣∣∣− a ln

∣∣∣∣
X(x)−X(a)

X(x) +X(a)

∣∣∣∣, X(x) =
√

(a+ d)2 − x2.

У вершинi трiщини (x = a) маємо

K1(a, a) = 2a ln

(
1 +

d

a

)
= 2ka, k = − ln cosB, B =

πT

2τ0
.

Довжина d визначається з рiвняння

arccos

(
a

a+ d

)
= B.

У виразi (3) характеристика L, пов’язана iз властивостями матерiалу, визначається у та-
кий спосiб [1]:

L = L(aij) = 2
√
a11(L2 + a66); L2 = 2

(√
a11a22 + a12

)
. (4)

У виразi (4) коефiцiєнти aij є компонентами тензора податливостi ортотропного тiла.
Цi величини можна отримати на основi вiдомих характеристик компонентiв композита за
допомогою гомогенiзацiї [3].

На основi обгрунтування, аналогiчного до наведеного для трiщини нормального вiдриву
у роботi [2], для отримання розв’язку в’язкопружної задачi може бути застосовано принци
пружно-в’язкопружної аналогiї, тобто ми можемо замiнити пружнi модулi вiдповiдними
їм в’язкопружними операторами. Пiсля замiни функцiя пружних сталих L у рiвняннi (3)
перетвориться на операторну функцiю, ядро якої надалi позначатимемо L(t).

Процес докритичного стабiльного росту трiщини поперечного зсуву, як i для трiщи-
ни нормального вiдриву, умовно роздiлимо на три перiоди [2]: iнкубацiйний, перехiдний
i основний. Виходячи з принципу Вольтерра i спiввiдношень для визначення пружного зсу-
ву берегiв трiщини (2), запишемо рiвняння розвитку.

При x1 = a0 (a0 — початковий напiврозмiр трiщини) маємо розкриття для iнкубацiйного
перiоду, пiд час якого спостерiгається зсув берегiв трiщини без її зростання:

δ(t) = δ(a0) +

t∫

0

L′(t− τ)δ(a0) dτ. (5)
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Отже, маємо таке рiвняння розвитку трiщини:

δ(a0)

[
1 +

t0∫

0

L′(t0 − τ) dτ

]
= δII∗. (6)

При a0 < x1 6 a0 + d0 (d0 — початковий розмiр зони передруйнування) маємо розкриття
для перехiдного перiоду

δ(t) = δ[a(t)] +

t0∫

0

L′(t− τ)δ(a(t), a0) dτ +

t∫

t0

L′(t− τ)δ[a(t), a(τ)] dτ, (7)

де t0 — тривалiсть iнкубацiйного перiоду; за час цього перiоду трiщина стартує i проходить
вiдстань, яка дорiвнює довжинi її початкової кiнцевої зони. Тодi рiвняння росту трiщини
має вигляд

δ[a(t)] +

t0∫

0

L′(t− τ)δ(a(t), a0) dτ +

t∫

t0

L′(t− τ)δ[a(t), a(τ)] dτ = δII∗. (8)

При x1 > a0 + d0 маємо розкриття для основного перiоду

δ(t) = δ[a(t)] +

t∫

t′

L′(t− τ)δ[a(t), a(τ)] dτ, (9)

де t′ визначається з рiвняння a(t) − a(t′) = d(t); за час цього перiоду трiщина повiльно
пiдростає до свого критичного розмiру, пiсля чого починається її динамiчний розвиток.

Вiдповiднi рiвняння росту

δ[a(t)] +

t∫

t′

L′(t− τ)δ[a(t), a(τ)] dτ = δII∗. (10)

Таким чином, довговiчнiсть тiла t∗ у загальному випадку може бути визначена, як мо-
мент часу, коли розв’язок рiвняння (10) виходить на вертикальну асимптоту.

Наближення для макроскопiчної трiщини. Розкладаючи функцiю K1 у ряд Тей-
лора за параметром d/a, отримуємо, що

K1(x, a) = 2dF

(
x− a

d

)
+O

([
d

a

]2)
,

де

F (s) =
√
1− s+

s

2
ln

1−
√
1− s

1 +
√
1− s

. (11)

Якщо d/a — мала величина,

K1(x, a) = 2dF

(
x− a

d

)
, K1(a, a) = 2d.
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Для зростаючої трiщини у в’язкопружному тiлi

K1[a(t), a(τ)] = 2d(τ)F

[
a(t)− a(τ)

d(τ)

]
.

Якщо прискорення поширення трiщини — мала величина,

a(t)− a(τ) = a′(t)(t− τ), t′ 6 τ 6 t, a(t)− a(t′) = d(t′).

Враховуючи те, що d(τ) = ka(τ), у рiвняннi основного перiоду зростання трiщини (10)
робимо замiну

s =
a(t)− a(τ)

d(τ)
=

a′(t)(t− τ)

a(t)− a′(t)(t− τ)
.

Пiдставляючи

t− τ = k
a(t)

a′(t)

s

1 + ks
, dτ = −k a(t)

a′(t)

ds

(1 + ks)2
, a(τ) =

a(t)

1 + ks

та

δ∗ =
2L0τ0ka∗

π
,

де a∗ — критичне значення напiвдовжини трiщини, до рiвняння основного перiоду зростання
трiщини, отримаємо

1 + k
a(t)

a′(t)

1∫

0

L′

(
k
a(t)

a′(t)

s

1 + ks

)
F (s)

(1 + ks)3
ds =

a∗
a(t)

.

Таким чином, пов’язану з швидкiстю зростання трiщини величину ã = ka(t)/a′(t) можна
отримати як функцiю довжини трiщини ã = G(a) з рiвняння

ãH(ã) =
a∗
/
a− 1, H(ã) =

1∫

0

L′

(
sã

1 + ks

)
F (s)

(1 + ks)3
ds.

Довжина трiщини буде пов’язана з часом рiвнянням

a∫

a0

G(l)

kl
dl =

t∫

t0

dt.

Отже, довговiчнiсть тiла з трiщиною можна знайти так:

t∗ = t0 +
1

k

a∗∫

a0

G(l)

l
dl.

Результати порiвняння довговiчностей, отриманих за допомогою загального пiдходу
(рiвняння (6), (8), (10)), та довговiчностей, обчислених на основi викладених вище набли-
жень, подано у табл. 1. Данi наведено у формi вiдносної похибки наближеного значення до
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Таблиця 1

a∗

a0

c1 = 0,2 c1 = 0,33

τ0/T = 3 τ0/T = 5 τ0/T = 7 τ0/T = 3 τ0/T = 5 τ0/T = 7

1,5 1) 2,25 48,5% 2,69 24,2% 2,98 18,0% 2,42 48,4% 2,86 24,1% 3,15 17,9%
2) 1,51 48,5% 1,94 24,2% 2,23 18,0% 1,37 48,5% 1,81 24,2% 2,10 18,0%
3) 2,25 48,5% 2,69 24,2% 2,98 18,0% 2,42 48,4% 2,86 24,1% 3,15 17,9%
4) 2,20 48,6% 2,64 24,3% 2,93 18,1% 2,34 48,5% 2,78 24,2% 3,07 18,0%
5) 2,09 48,8% 2,53 24,4% 2,82 18,2% 2,19 48,7% 2,63 24,3% 2,91 18,1%
6) 1,54 48,6% 1,97 24,3% 2,26 18,1% 1,43 48,6% 1,86 24,3% 2,15 18,1%
7) 2,09 48,8% 2,53 24,4% 2,82 18,2% 2,19 48,7% 2,63 24,3% 2,91 18,1%
8) 2,07 48,8% 2,50 24,4% 2,79 18,2% 2,15 48,7% 2,58 24,4% 2,87 18,1%

2,5 1) 3,55 50,0% 3,98 33,7% 4,27 30,2% 3,74 49,8% 4,17 33,4% 4,46 29,9%
2) 2,81 50,1% 3,25 33,7% 3,54 30,1% 2,67 50,0% 3,11 33,7% 3,40 30,2%
3) 3,55 50,0% 3,98 33,7% 4,27 30,2% 3,74 49,8% 4,17 33,4% 4,46 29,9%
4) 3,48 50,3% 3,92 33,9% 4,21 30,4% 3,63 50,2% 4,07 33,8% 4,36 30,3%
5) 3,35 50,6% 3,79 34,2% 4,08 30,7% 3,46 50,5% 3,90 34,1% 4,18 30,6%
6) 2,82 50,3% 3,26 33,9% 3,54 30,4% 2,71 50,3% 3,15 33,9% 3,44 30,4%
7) 3,35 50,6% 3,79 34,2% 4,08 30,7% 3,46 50,5% 3,90 34,1% 4,18 30,6%
8) 3,32 50,7% 3,76 34,3% 4,05 30,8% 3,41 50,6% 3,85 34,2% 4,13 30,7%

точного (додатнi значення вiдповiдають випадку, коли наближене значення є бiльшим за
точне). (E0 — миттєве значення модуля Юнга; E∞ — довготривале значення модуля Юнга;
верхнiй iндекс (1) вiдповiдає армуванню, (2) — наповнювачу.) Стовпчики 2–4 — c1 = 0,2,
стовпчики 5–7 — c1 = 0,33. Кожна пара чисел вiдповiдає довговiчностi тiла з трiщиною
(lg tN , lg(t, c)), збiльшенню довговiчностi при використаннi наближеного пiдходу; номер пе-
ред круглою дужкою вказує на набiр параметрiв {lgE(1)

0 /E
(2)
0 ,− lg β(1)/β(2)/α, lgE

(1)
0 /E(1)

∞ }:
1-й — {1,−1, 0}, 2-й — {1,−1, 2}, 3-й — {1, 2, 0}, 4-й — {1, 2, 2}, 5-й — {1,5,−1, 0}, 6-й —
{1,5,−1, 2}, 7-й — {1,5; 2, 0}, 8-й — {1,5; 2, 2}.

Аналiз даних, викладених у табл. 1, дає змогу стверджувати, що, хоча зi збiльшенням
вiдношення τ0/T , що призводить до зменшення величини d/a, вiдмiннiсть мiж значенням
довговiчностi для рiзних пiдходiв до розв’язання задачi зменшується, цiєю вiдмiннiстю не-
можна нехтувати, враховуючи те, що наближенi макропiдходи дають завищенi значення
довговiчностi.

Також слiд вiдзначити, що вплив змiни жорсткостi матерiалу на вiдмiннiсть результатiв
для довговiчностi є незначним.
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А.А. Каминский, М. Ф. Селиванов, Ю.А. Черноиван

О границах применимости приближенных подходов к исследованию
макроскопических трещин поперечного сдвига в вязкоупругих
анизотропных композитах

С использованием модели трещины с зоной предразрушения построены определяющие урав-
нения роста в задаче о развитии трещины поперечного сдвига в вязкоупругом анизотроп-
ном теле. Полученные уравнения упрощены на основе предположения о малом размере зо-
ны предразрушения в вершинах трещины. Приведены результаты сравнения полученных
с помощью приближенного уравнения значений долговечности тела из вязкоупругого ком-
позита со значениями долговечности, которые были получены с помощью решения точных
уравнений развития трещины.

A.A. Kaminsky, M. F. Selivanov, Yu. O. Chornoivan

On the applicability of approximate approaches to the study of
macroscopic mode II cracks in viscoelastic anisotropic composites

The constitutive equations of mode II crack growth in a viscoelastic anisotropic body are obtained,
by using the model of crack with prefracture zone. The equations are simplified for the case of small
prefracture zones at the tips of a crack. The longevity values for the body of a viscoelastic composite
are compared with those for the simplified approach and the precise solution.
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УДК 517.36

Академик НАН Украины А.А. Мартынюк, И. Л. Иванов

О связной устойчивости трехмашинной энергетической

системы при импульсных возмущениях

Найдены достаточные условия связной устойчивости трехкомпонентной энергосисте-
мы с импульсами и запаздыванием в условиях наличия более мощного дополнительного
генератора. Представлены оценки областей устойчивости в пространстве параметров
системы.

Настоящая работа посвящена исследованию связной устойчивости трехмашинной энерго-
системы при импульсных возмущениях с запаздыванием в условиях наличия эталонного
генератора, который моделируется шинами постоянного напряжения. Применяемый нами
подход для анализа устойчивости систем основан на некоторых результатах работ [1–4],
в которых рассматриваются общие вопросы устойчивости импульсных систем, систем с по-
следействием, устойчивости (в том числе связной) крупномасштабных систем, устойчивости
систем с запаздыванием и импульсным воздействием.

Постановка и анализ устойчивости. Рассмотрим математическую модель энерго-
системы, состоящую из трех генераторов в виде

Mi
d2xi
dt2

= Pmi − Pei, i = 1, 2, 3, (1)

где Mi — инерционная постоянная; Pmi — механическая мощность на валу машины; θi —
угол поворота ротора i-го генератора относительно некоторой синхронной оси вращения;
Pei — активные мощности, определяемые с помощью соотношения

Pei = EiUYi,4 sinxi +

3∑

j=1

EiEjYij sin(xi − xj),

где Ei — э. д. с. i-й машины; Yii — собственные проводимости машины; Yij — взаимные
проводимости, причем Yij = Yji. Имеющиеся слагаемые EiUYi,4 sinxi соответствуют шинам
постоянного напряжения с U = E4. Модель с шинами постоянного напряжения может при-
меняться при описании динамики энергосистемы, в которой один из генераторов системы
имеет существенно большую мощность, чем все остальные [5].

Пусть Qij = EiEjYi,j, i, j = 1, 2, 3, Pmi = 0 и Qi = EiUYi,4, i = 1, 2, 3. Тогда уравнения (1)
принимают вид

Mi
d2xi
dt2

= −Qi sinxi −
3∑

j=1
j 6=i

sin(xi − xj), i = 1, 2, 3. (2)

Предположим, что в математической модели трехмашинной энергосистемы учитываются
импульсные возмущения и последействие в цепи обратной связи. В этом случае в общей
постановке система принимает вид:

Mi
d2xi
dt2

+Di
dxi
dt

= Pmi − Pei + Pτi, t > t0, t 6= tk, (3)
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xi(tk) = Iki(xi(τ
−
k )), (4)

dxi
dt

(τk) = Jki(xi(τ
−
k )), (5)

xi(t) = ϕi(t), t0 − r 6 t 6 t0, (6)

где Pτi = αi sin(kixi(t − r)), αi, ki, r — некоторые постоянные; t0 < τ1 < · · · < τk < · · · ,
k ∈ N, lim

k→∞
τk = ∞, Iki, Jki, ϕi, ψi ∈ C(R,R) и Iki(0) = Jki(0) = 0, k ∈ N.

Из физических соображений будем считать, что в задаче (3)–(6) мгновенным измене-
ниям подвержены только скорости. Положим также Pmi = 0, тогда система (3)–(5) при-
обретет вид

Miẍi +Diẋi +Qi sinxi =
3∑

j=1
j 6=i

sin(xj − xi) + αi sin kixi(t− r),

t ∈ [t0,+∞), t 6= τk, k ∈ N, i = 1, 2, 3,

ẋi(τ
+
k ) = Jki(xi(τk)), k ∈ N.

(7)

Будем считать, что данная система имеет место при E = Ef . Общий случай системы
будем подразумевать в виде:

Miẍi +Diẋi +Qi sinxi =

3∑

j=1
j 6=i

Qij sin(xj − xi) + αi sin kixi(t− r), i = 1, 2, 3,

t ∈ [t0,+∞), t 6= τk, k ∈ N,

ẋi(τ
+
k ) = Jki(xi(τk)), k ∈ N.

(8)

Замечание 1. В системе (7) импульсы не зависят от матрицы взаимосвязи, поскольку
они лишены связей между системами.

После линеаризации получим систему

Miẍi +Diẋi +Qixi =

3∑

j=1
j 6=i

(xj − xi) +Aixi(t− r), i = 1, 2, 3,

t ∈ [t0,+∞), t 6= τk, k ∈ N,

ẋi(τ
+
k ) = c1kixi(τk) + c2kiẋi(τk), k ∈ N,

(9)

где c1ki, c2ki — некоторые действительные постоянные, Ai = αiki, i = 1, 2, 3, k ∈ N.
С учетом линейного представления (9) матричную функцию Ляпунова будем брать в ви-

де

vii(xi) =Miẋ
2
i + 2Riẋixi +Qix

2
i , i = 1, 2, 3,

vij(xi,xj) =
1

2
Qij(xi − xj)

2, i, j = 1, 2, 3, i 6= j.
(10)
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Матрица-функция (10) используется для построения скалярной функции

V (x) = βTU(x)β, β ∈ R
3
+. (11)

Взяв в (11) вектор β единичным, получим функцию Ляпунова в виде

v(x) =

3∑

i=1

(ẋ2i + 2Rxiẋi +Qix
2
i ) +

3∑

i=1

(xi − xj)
2.

Рассмотрим производную этой функции вдоль системы (9):

dv(x)

dt

∣∣∣∣
(9)

=

3∑

i=1

(
−Diẋi −Qixi +

3∑

j=1
j 6=i

(xj − xi) +Aixi(t− r)

)
+ 2Riẋ

2
i +

+
2Ri

Mi
xi

(
−Diẋi −Qixi +

3∑

j=1
j 6=i

(xj − xi) +Aixi(t− r)

)
+ 2

3∑

i,j=1
i<j

(ẋj − ẋi)(xj − xi) 6

6 2

3∑

i=1

((−Di +Ri)ẋ
2
i − R̃iQix

2
i − R̃iDixiẋi) + 2

3∑

i=1

xi(t− r)(ẋi − R̃ixi)−

− 2

3∑

j=1
j 6=i

Qijxi(xi − xj),

где введено обозначение R̃i = Ri/Mi.
Из неравенства Коши–Буняковского следует, что

3∑

i=1

Aixi(t− r)(ẋi +Rixi) 6

√√√√
3∑

i=1

A2
i

Mi
x2i (t− r)

√√√√
3∑

i=1

Mi(ẋi +Rixi)2.

Покажем далее, что выполняется оценка

√√√√
3∑

i=1

A2
i

Mi
x2i (t− r)

√√√√
3∑

i=1

Mi(ẋi +Rixi)2 6 max
i=1,2,3

|A1|√
QiMi −R2

i

√
v(t)v(t − r). (12)

Поскольку

v(x) =
3∑

i=1

(Miẋ
2
i + 2Rixiẋi +Qix

2
i ) +

3∑

i=1

(Qixi − xj)
2 >

>

3∑

i=1

(
Miẋ

2
i + 2Rixiẋi +

R2
i

Mi
x2i +

(
Qi −

R2
i

Mi

)
x2i

)
>

3∑

i=1

(
Qi −

R2
i

Mi

)
x2i ,
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то

inf
‖x‖=1

v
3∑

i=1

Ai

Mi
x2i

= inf
‖x‖=1

3∑

i=1

(
Qi −

R2
i

Mi

)
x2i

3∑

i=1

Ai

Mi
x2i

= min
i=1,2,3

QiMi −R2
i

A2
i

откуда

3∑

i=1

A2
i

Mi
x2i (t− r) 6 max

i=1,2,3

A2
i

QiMi −R2
i

v(t− r).

Аналогично можно показать, что

3∑

i=1

Mi(ẋi + R̃ixi)
2 6 v.

Из этих двух неравенств следует неравенство (12).
Будем требовать, чтобы R̃i i = 1, 2, 3, были равны между собой и обозначим R̃i = R̃.
Пусть p(s) = (1 + q)2s, где q > 0 — некоторый параметр. Тогда при условии v(t − r) 6

6 p(v(t)) верным будет неравенство

v̇(x)|(9) 6 −2

3∑

i=1

(
(Di −Ri)ẋ

2
i +

RiQi

Mi
x2i +

RiDi

Mi
xiẋi

)
+

+ 2(1 + q) max
i=1,2,3

|Ai|√
QiMi −R2

i

v − 2
3∑

i,j=1
i<j

R̃Qij(xj − xi)
2 6

6 2

3∑

i=1

((−Di + R̃Mi + (1 + q)λMi)ẋ
2
i − R̃(Di − 2(1 + q)λMi)xiẋi −

−Qi(R̃− (1 + q)λ)x2i )− 2max{0, (1 + q)λ− R̃}
3∑

i,j=1
i<j

(xj − xi)
2,

где λ = max
i=1,2,3

(
|Ai|/

(
Mi

√
Qi/Mi − R̃2

))
. Для отрицательной определенности этой квадра-

тичной формы необходимо, чтобы

R̃− (1 + q)λ > 0,

откуда следует равенство

max{0, (1 + q)λ− R̃} = 0.
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Поэтому для полной производной функции Ляпунова будет иметь место оценка

v̇(x)|(9) 6 2
3∑

i=1

((−Di + R̃Mi + (1 + q)λMi)ẋ
2
i − R̃(Di − 2(1 + q)λMi)xiẋi −

−Qi(R̃− (1 + q)λ)x2i ). (13)

Для того чтобы существовало q > 0, при котором квадратичная форма (13) будет отрица-
тельно определенной, необходимо и достаточно, чтобы эта форма была отрицательно опре-
деленной при q = 0. Получим условие отрицательной определенности этой формы в виде
системы неравенств:

R̃2(Di − 2λMi)
2 − 4(Di − R̃Mi − λMi)Qi(R̃− λ) < 0, i = 1, 2, 3,

R̃ > λ.
(14)

Рассмотрим дискретную часть системы. Требование v(τk+0,x(τk+0)) 6 v(τk,x(τk)), k ∈ N,
приводит к неравенству

3∑

i=1

(Mi(c1ikxi + c2ikẋi)
2 + 2MiR̃(c1ikxi + c2ikẋi)xi) 6

3∑

i=1

(Miẋ
2
i + 2MiR̃ẋixi)

или, что то же самое, к неравенствам

(c22ik − 1)ẋ2i + 2(c1ikc2ik + R̃(c2ik − 1))xiẋi + 2(R̃c1ik + c21ik)x
2
i 6 0, i = 1, 2, 3.

Отрицательная полуопределенность этой формы имеет место в случае выполнения условий

|c2ik| 6 1,

−R̃2(1− c2ik)
2 − 2R̃c1ik(1− c2ik)− c21ik > 0,

(15)

где i = 1, 2, 3, k ∈ N.
Если c2ik 6= 1, то второе неравенство в (15) позволяет однозначно определить параметр

R̃, поэтому условия (15) равносильны условиям

|c2ik| 6 1,

R̃ = − c1ik
1− c2ik

,
(16)

где i = 1, 2, 3, k ∈ N. Из (16) также следует, что величины −c1ik/(1− c2ik) при разных зна-
чениях коэффициента i равны между собой. Случай c2ik = 1, c1ik = 0 соответствует отсут-
ствию импульсов и, очевидно, удовлетворяет требованию v(τk + 0,x(τk + 0)) 6 v(τk,x(τk)).
В этом случае на R̃ не налагаются ограничения. Если c2ik = 1, но c1ik 6= 0, то, как это видно
из второго неравенства в (16), данное требование удовлетворяться не будет.
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Рис. 1. Оценка области связной асимптотической устойчивости системы (8) в пространстве параметров D1,
A1 при A2 = A3 = 2, Mi = 1, Qi = 20, i = 1, 2, 3, D2 = D3 = 5, c1ik = −0,5, c2ik = 0, 5, i = 1, 2, 3, k ∈ N

и произвольных r, Qij , i, j = 1, 2, 3

Принимая во внимание неравенства (14), получим условия

c21ik
(1− c2ik)2

(Di − 2λMi)
2 − 4

(
Di +

c1ik
1− c2ik

Mi − λMi

)
Qi

(
− c1ik
1− c2ik

− λ

)
< 0,

− c1ik
1− c2ik

> λ,

|c2ik| 6 1,

c11k
1− c21k

=
c12k

1− c22k
=

c13k
1− c23k

,

i = 1, 2, 3, k ∈ N, λ = max
i=1,2,3

|Ai|

Mi

√
Qi

Mi
− c21ik

(1− c2ik)2

.

(17)

Таким образом, воспользовавшись методами доказательства теоремы 1 работы [6], мож-
но установить, что система уравнений и неравенств (17) является достаточными условием
асимптотической устойчивости системы (9), а значит, и системы (8) при фундаментальной
матрице взаимосвязи.

Замечание 2. Если выполняются условия (17), то система (8) связно асимптотически
устойчива, поскольку в эти условия устойчивости не входят параметры Qij.

Численное построение оценки области устойчивости и анализ результатов.
Зафиксируем часть параметров и будем рассматривать устойчивость системы при помощи
условий (17) в пространстве остальных параметров. А именно, пусть в системе (8) зада-
ны следующие параметры: A2 = A3 = 2, Mi = 1, Qi = 5, i = 1, 2, 3, D1 = D2 = 5,
c1ik = −1, c2ik = 0,5, i = 1, 2, 3, k ∈ N. Параметры r, Qij , i, j = 1, 2, 3, можно считать
произвольными. Построение оценки области будет производиться в пространстве парамет-
ров D1 и A1. Область подана на рис. 1.

Отметим, что, согласно (17), зависимость условий устойчивости от импульсного воз-
действия выражается лишь в виде зависимости от параметра R̃ = −c2ik/(1− c1ik), поэтому
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построенная для некоторого R̃ оценка области устойчивости будет также актуальной и при
всех иных комбинациях параметров c1ik, c2ik, i = 1, 2, 3, k ∈ N, которые соответствуют
этому значению R̃.

Покажем, что границы всех этих оценок областей устойчивости являются кусочно-ли-
нейными. Рассмотрим сперва случай, когда |Ai| и Di не зависят от i. Предположим также,
что от i не зависят константы Mi и Qi. Обозначим |Ai| = A, Di = D, Mi = M , Qi = Q,
µ = λ/A. Пусть R̃ = −c2ik/(1 − c1ik), тогда из условий (17) следует неравенство

R̃2(4µ2A2M2 − 4µAMD +D2)− 4Q(A2µ2M −AµD +DR̃− R̃2M) < 0,

−4A2 + 4
D

Mµ
A+ (DR̃− 2Q)2 − 4

Q

Mµ2
< 0,

откуда

A ∈
(
−∞,

D

2µM
− Q

2M
|D − 2MR̃|

)⋃( D

2µM
+

Q

2M
|D − 2MR̃|,∞

)
. (18)

Из (18) видно, что границы оценки области устойчивости являют собой линейную зависи-
мость Ai от Di.

Требование R̃ > λ приводит к исключению правого интервала в (18), и оценка области
устойчивости приобретает связный вид, изображенный, например, на рис. 1.

Отметим, что граница оценки области на рис. 1 содержит в том числе прямолинейные
участки, параллельные координатным осям: вертикальные и горизонтальный. Однако при
нулевых значениях амплитуд A2 и A3 вертикальных участков уже нет, поэтому их существо-
вание следует связывать с фигурирующим в условиях устойчивости параметром λ. Кроме
того, из проведенных анализов для промежуточных значений параметров A2 и A3 следует,
что имеет место следующий характер исчезновения вертикальных участков при стремя-
щихся к нулю параметрах A2 и A3. А именно, левый вертикальный участок постепенно
смещается влево, а правый удаляется вправо на бесконечность.

Таким образом, из полученных результатов следует, что стабилизация энергетической
системы с последействием при помощи демпфирования возможна лишь локально: начиная
с определенных достаточно больших значений такая стабилизация оказывается невозмож-
ной.

Полученные оценки области устойчивости в пространстве параметров демпфирования
и амплитуды запаздывания имеют вид полигонов. Такой характер этих оценок говорит
о том, что возможным здесь является расширение использования аналитических методов
исследований в сравнении с численными.
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Академiк НАН України А.А. Мартинюк, I.Л. Iванов

Про зв’язну стiйкiсть тримашинної енергетичної системи
при iмпульсних збуреннях

Знайдено достатнi умови зв’язної стiйкостi трикомпонентної енергосистеми з iмпульса-
ми та запiзненням в умовах наявностi бiльш потужного додаткового генератора. Наведено
оцiнки областей стiйкостi у просторi параметрiв системи.

Academician of the NAS of Ukraine A.A. Martynyuk, I. L. Ivanov

On the connective stability of a three-machine energetic system with
impulsive disturbances

The sufficient conditions for the connective stability of a three-machine energetic system with
impulses and time-delay are found. The estimations of the stability regions in the space of para-
meters of the system are given.
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УДК 531

Н.В. Никитина

Об условиях замыкания траектории в трехмерном

пространстве

(Представлено академиком НАН Украины А.А. Мартынюком)

Приводятся условия существования замкнутой траектории в системе, заданной
в трехмерном пространстве. Рассмотрена консервативная система.

Рассматривается неустойчивость вращений твердого тела, которая устанавливается с по-
мощью теоремы о неустойчивости Четаева ([1], с. 27–32). К примеру, который рассмотрен
Четаевым, добавляются сведения о замкнутости траектории. Рассмотрены симметрия и би-
фуркация в трехмерном пространстве, которые определяют сигнатуру спектра характерис-
тических показателей Ляпунова (ХПЛ) для рассматриваемой системы.

В качестве исходных результатов, необходимых для доказательства симметрии трехмер-
ной траектории, приведем некоторые сведения о принципе симметрии [2].

Запишем двумерную систему в следующем виде:

dx1
dt

= F1(x),
dx2
dt

= F2(x), (1)

где x1, x2 ∈ R и F1 ∈ C(R2,R), F2 ∈ C(R2,R), и Fi(0, 0) = 0 (i = 1, 2). Геометрический
принцип симметрии, на основе которого можно установить условия замыкания фазовой
траектории, формулируется так: в системе (1) существует симметрия траектории, если
выполняются условия четности функции F1(x) относительно x1 и нечетности функции
F2(x) относительно x1, т. е.

F1(−x1, x2) = F1(x1, x2), F2(−x1, x2) = −F2(x1, x2). (2)

Это утверждение основано на том, что на плоскости Ox1x2 ось Ox2 является осью сим-
метрии, и всякая интегральная кривая слева от оси x2 является зеркальным отображением
кривой справа.

На основе принципа симметрии можно заключить, что в системе (1) существует сим-
метрия траектории, если выполняются условия четности функции F2(x) относительно
x2 и нечетности F1(x) относительно x2, т. е.

F2(x1,−x2) = F2(x1, x2), F1(x1,−x2) = −F1(x1, x2). (3)

Достаточно предположить, что интегральная кривая, начинаясь на оси x1, при дальнейшем
продолжении вновь приходит на ось x1. Здесь ось Ox1 является осью симметрии.

Движение твердого тела (случай Эйлера.) Теорема о неустойчивости Четаева [1]
применима к задаче о неустойчивости вращения твердого тела вокруг средней оси эллип-
соида инерции. Уравнения движения в этом случае имеют вид

Jx
dωx

dt
= (Jy − Jz)ωyωz, Jy

dωy

dt
= (Jz − Jx)ωxωz, Jz

dωz

dt
= (Jx − Jy)ωxωy. (4)
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Для эллипсоида инерции механической системы (4) в случае неустойчивости верны нера-
венства [1]

Jx < Jz < Jy. (5)

В случае Эйлера оси координат являются главными центральными осями инерции,
и уравнения (4) суть дифференциальные уравнения относительно проекций вектора угло-
вой скорости ω. Учитывая неравенство (5) и полагая, что Jx = J , Jz = 2J , Jy = 3J ,
запишем систему (4) в виде

du

dt
= vw,

dv

dt
=

1

3
uw,

dw

dt
= −uv, (6)

где u = ωx, v = ωy, w = ωz. В уравнениях (6) существует следующая совокупность неизо-
лированных особых точек:

u 6= 0, v = 0, w = 0; v 6= 0, u = 0, w = 0; w 6= 0, u = 0, w = 0. (7)

Для возмущенного движения системы (6) необходимо, чтобы начальное возмущение было,
по крайней мере, по двум координатам. Тогда изображающая точка не останется в не-
изолированных особых точках (7). Доказательство неустойчивости системы (6), связанной
с неравенством (5), приводится в [1, c. 27] на основе теоремы Четаева.

О существовании в системе (6) замкнутой траектории. Обозначим начальные условия
в системе (6): при t = 0: u(0) = u0, v(0) = v0, w(0) = w0.

Введем безразмерные величины u, v, w, t следующим образом: u = u/v0, v = v/v0,
w = w/v0, t = tv0. Рассмотрим следующие системы: систему из первого и второго уравнений
системы (6), которая отображает движение на плоскости uv

du

dt
= vw,

dv

dt
=

1

3
uw; (8)

систему из второго и третьего уравнений системы (6), которая отображает движение на
плоскости vw

dv

dt
=

1

3
uw,

dw

dt
= −uv; (9)

систему из первого и третьего уравнений системы (6)

du

dt
= vw,

dw

dt
= −uv. (10)

Согласно физическому аспекту задачи Эйлера, изображающая точка движется по по-
верхности. На основании первого интеграла системы (6) поверхность имеет вид

2

3
u2 + v2 + w2 = const. (11)

При движении по поверхности (11) изображающая точка описывает замкнутую кривую.
Запишем систему (6) в общем виде (безразмерные величины здесь и далее приведены без
черты сверху)

du

dt
= Q(u, v, w),

dv

dt
= S(u, v, w),

dw

dt
= F (u, v, w). (12)
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При рассмотрении системы вида (8) получим условия четности и нечетности функций
Q(u, v, w) и S(u, v, w) относительно u

Q(−u, v, w) = Q(u, v, w), S(−u, v, w) = −S(u, v, w), (13)

условия четности и нечетности тех же функций относительно v

S(u,−v,w) = S(u, v, w), Q(u,−v,w) = −Q(u, v, w), (14)

которые устанавливают тенденцию к замыканию проекций траектории на плоскости uv
с осями симметрии v и u.

При рассмотрении системы вида (9) получим условия четности и нечетности функций
S(u, v, w) и F (u, v, w) по отношению к v

S(u,−v,w) = S(u, v, w), F (u,−v,w) = −F (u, v, w), (15)

условия четности и нечетности тех же функций относительно w

F (u, v,−w) = F (u, v, w), S(u, v,−w) = −S(u, v, w), (16)

которые устанавливают тенденцию к замыканию проекций траектории на плоскости vw
с осями симметрии w и v.

При рассмотрении системы вида (10) получим условия четности и нечетности функций
Q(u, v, w) и F (u, v, w) по отношению к u

Q(−u, v, w) = Q(u, v, w), F (−u, v, w) = −F (u, v, w), (17)

условия четности и нечетности тех же функций относительно w

F (u, v,−w) = F (u, v, w), Q(u, v,−w) = −Q(u, v, w), (18)

которые устанавливают тенденцию к замыканию проекций траектории на плоскости uw
с осями симметрии w и u.

Сформулируем принцип симметрии с привлечением неповторяющихся условий из при-
веденных (13)–(18) на правые части уравнений (12).

В системе (12) существует замкнутая траектория, если в функциях Q(u, v, w),
S(u, v, w), F (u, v, w) выполняются следующие условия четности:

Q(−u, v, w) = Q(u, v, w), S(u,−v,w) = S(u, v, w), F (u, v,−w) = F (u, v, w)

и нечетности

Q(u,−v,w)=−Q(u, v, w), Q(u, v,−w)=−Q(u, v, w), S(−u, v, w)=−S(u, v, w);

S(u, v,−w)=−S(u, v, w), F (−u, v, w)=−F (u, v, w), F (u,−v,w)=−F (u, v, w)

относительно переменных u, v, w.
Для замыкания траекторий на плоскости необходимо одно условие четности и нечетнос-

ти, например (2) или (3). Поэтому количество условий можно уменьшить. Сформулируем
принцип симметрии, уменьшая количество условий из приведенных (13)–(18). Остаются
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Рис. 1

Рис. 2

условия (14) (ось симметрии u), условия (16) (ось симметрии v), условия (17) (ось сим-
метрии w).

В системе (12) существует замкнутая траектория, если в функциях Q(u, v, w),
S(u, v, w), F (u, v, w) выполняются следующие условия четности:

Q(−u, v, w) = Q(u, v, w), S(u,−v,w) = S(u, v, w), F (u, v,−w) = F (u, v, w) (19)

и нечетности

Q(u,−v,w)=−Q(u, v, w), S(u, v,−w)=−S(u, v, w), F (−u, v, w)=−F (u, v, w) (20)

относительно переменных u, v, w.
На рис. 1, а изображена замкнутая кривая, удовлетворяющая неравенству (5) и усло-

виям (19), (20). На рис. 2, а, б, в приведены временные реализации по координатам u, v,
w. Начальные условия следующие:

v(0) = 0,5; w(0) = 0,5; u(0) = 0. (21)

Неустойчивость вращений в окрестности средней оси эллипсоида инерции проявляет-
ся как увеличение отклонения от нуля (рис. 2, б) при сохранении устойчивости орбиты.
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Рис. 3

О бифуркациях в системе (6). Введем малые отклонения δu, δv, δw в системе (6) от
частных решений û, v̂, ŵ и составим уравнения в вариациях

dδu

dt
= ŵδv + v̂δw,

dδv

dt
=

1

3
(ŵδu+ ûδw),

dδw

dt
= −(v̂δu+ ûδv).

Характеристическое уравнение, соответствующее системе в вариациях, имеет вид

λ3 + λ

(
û2

3
+ v̂2 − ŵ2

3

)
+

2

3
ûv̂ŵ = 0.

Запишем характеристические показатели точек на следующих плоскостях: uv, uw, vw со-
ответственно

λ1,2 = ±
√

−v̂2 − û2

3
, λ3 = 0; λ1,2 = ±

√
− û

2

3
+
ŵ2

3
, λ3 = 0;

λ1,2 = ±
√
ŵ2

3
− v̂2

3
, λ3 = 0.

На плоскости uv все точки имеют эллиптический характер. На плоскостях uw, vw можно
построить сепаратрису, которая разделяет эллиптические и седловые точки. Геометричес-
кая симметрия может быть тождественна симметрии ХПЛ точек на траектории [3]. Для
трехмерной консервативной системы, имеющей симметрию проекций на трех плоскостях,
сигнатура спектра ХПЛ траектории имеет вид (0, 0, 0). Так как траектория замкнута, то не-
устойчивость по Четаеву (см. [1]) не сопровождается потерей орбитальной устойчивости [4].

Об устойчивом вращении вокруг наибольшей полуоси эллипсоида инерции. В [1] уста-
новлена устойчивость движения вокруг наибольшей полуоси инерции. Пусть эллипсоид
инерции удовлетворяет неравенству

Jx > Jy > Jz . (22)

Учитывая условие (22) и полагая, что Jx = 3J , Jy = 2J , Jz = J , запишем систему (4) так:

du

dt
=
vw

3
,

dv

dt
= −uw, dw

dt
= uv, (23)

где u = ωx, v = ωy, w = ωz.
Уравнения (23) представлены системой (12). Для системы (12), согласно принципу сим-

метрии, существует замкнутая траектория в трехмерном пространстве. На рис. 1, б изо-
бражена замкнутая устойчивая кривая, удовлетворяющая неравенству (22). На рис. 3, а, б,
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в приведены временные реализации по координатам u, v, w системы (23) при начальных
условиях (21).

Физический результат такой: если траектория имеет тенденцию замыкания на каж-
дой плоскости, то существует траектория, замкнутая в трехмерном пространстве.
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Н.В. Нiкiтiна

Про умови замикання траєкторiї у тривимiрному просторi

Встановлено умови iснування замкненої траєкторiї в системi, заданiй у тривимiрному
просторi. Розглянуто консервативну систему.

N.V. Nikitina

On the closing conditions of a trajectory in the three-dimensional space

The conditions of existence of a closed trajectory in the three-dimensional space are obtained.
A conservative system is considered.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 77



оповiдi
НАЦIОНАЛЬНОЇ

АКАДЕМIЇ НАУК

УКРАЇНИ

7 • 2013

ФIЗИКА

УДК 539.21

О.В. Романкевич

Плавление нанокристаллов

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины А.Б. Бриком)

Показано, что идеи Гиббса не могут быть использованы для описания плавления на-
нокристаллов. Термодинамика плавления нанокристаллов исследована в рамках теории
Гуггенгейма для описания межфазных слоев.

Развитие нанотехнологий обусловливает интерес к нанокристаллам, их плавлению и обра-
зованию (зародышеобразование и рост). Плавление нанокристаллов исследуется более ста
лет [1–3]. Общим для плавления и кристаллизации является существование межфазного
слоя. Подход Гиббса к описанию межфазных слоев [4] основан на модели, в которой реаль-
ный межфазный слой с переменными свойствами по толщине заменяется разделяющей
поверхностью, не имеющей толщины. Принимается [1–5], что изменение свободной энер-
гии при образовании межфазного слоя равно σA, где σ — поверхностное натяжение; A —
площадь разделяющей поверхности.

Существует проблема связи величин, относящихся к модельным системам, с величина-
ми, которые измеряются в реальном эксперименте. При описании поверхностных явлений
по Гиббсу слагаемыми в одном уравнении являются как избыточные величины (разница
между моделью и реальным объектом), так и реальная величина поверхностного натяже-
ния. Уравнение капиллярности Гиббса для разделяющей поверхности [4, с. 301] имеет вид

Us = TSs +
∑

µsinsi + σA, (1)

где Us, Ss, nsi и µsi — избыточные внутренняя энергия, энтропия, избыточное число молей
и химический потенциал i-го компонента разделяющей поверхности Гиббса, соответственно;
T — температура. Уравнение (1) может быть представлено для однокомпонентной системы
с использованием избыточных парциальных величин внутренней энергии (usi = ∂Us/∂nsi)
и энтропии (ssi = ∂Ss/∂nsi):

nsus = Tnsss + σA+ nsµs,

σ = ns
−µs − Tss + us

A
.

(2)
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В теории зародышеобразования используется эквимолекулярная разделяющая поверх-
ность [5], для которой nsi = 0. Для такой разделяющей поверхности в однокомпонентной
двухфазной системе все экстенсивные избыточные термодинамические величины, завися-
щие от избыточного количества вещества на разделяющей поверхности, равны нулю. В ито-
ге, в однокомпонентной системе для эквимолекулярной разделяющей поверхности (уравне-
ние (2)) σ = 0. Таким образом, экспериментальные величины поверхностного натяжения
не могут использоваться в уравнении (1) и в уравнениях для изменения свободной энергии
при образовании зародыша критических размеров, для определения понижения темпера-
туры плавления в зависимости от размера нанокристалла.

Гуггенгейм [6] описал межфазную область слоем конечной толщины, термодинамичес-
кие свойства которого постоянны в пределах слоя и эквивалентны свойствам межфазной об-
ласти. Протяженность слоя Гуггенгейма определяется слоем, за пределами которого откло-
нения от свойств объемных фаз достаточны малы [7].

Цель работы: термодинамика плавления нанокристаллов с использованием подхода Гуг-
генгейма [6]. Принимается, что при плавлении нанокристалл находится в равновесии с окру-
жающим его расплавом.

При анализе влияния размеров нанокристаллов на температуру плавления часто прини-
мают, что они имеют форму шара [1–3]. Использование других форм приводит к изменению
геометрического множителя в формулах без изменения их сути. В работе рассматриваются
кристаллы в виде куба с поперечным размером a и толщиной межфазного слоя, равной δ.
Подобный подход позволяет, с одной стороны, избежать учета кривизны поверхности, а,
с другой стороны, он близок к реальной ситуации, в частности, монокристаллы полимеров,
выращенные из разбавленных растворов, имеют вид ламелей толщиной ≈10–15 нм [8].

Кристалл с a < ∞ является термодинамически неравновесным из-за межфазного
слоя [5]. Тем не менее нанокристаллы могут существовать длительное время, например,
в золях золота. Металлы часто являются поликристаллическими с небольшими размера-
ми кристаллов; аналогичная ситуация с кристаллическими полимерами, закристаллизо-
ванными из расплава — поперечный размер кристаллов ≈5–30 нм. Таким образом, система
из монодисперсных нанокристаллов может рассматриваться как монотропная размерная
кристаллическая модификация по отношении к кристаллу с размером a→ ∞. В полимер-
ных системах монотропность по размерам дополняется существованием конформационных
модификаций [9].

Изменение свободной энергии при плавлении нанокристалла в однокомпонентной двух-
фазной системе при равновесии (при температуре плавления нанокристалла Tm) запишем

∆G =
a3

Vcr
∆Gm − 6a2δ

Vint
∆Gint = 0, (3)

где Vcr и Vint — мольные объемы кристаллической части нанокристалла и “фазы” Гуггенгей-
ма, эквивалентной по свойствам межфазному слою кристалл — расплав; ∆Gm и ∆Gint —
изменения свободной энергии при плавлении кристаллической части и при переходе ве-
щества из межфазного слоя в расплав (“плавление” слоя Гуггенгейма) в расчете на 1 моль.
Часто принимается [5, 10]

∆Gm ≈ ∆H0
m

T 0
m

(T 0
m − Tm) =

∆H0
m

T 0
m

∆T, (4)

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 79



где T 0
m и ∆H0

m — температура плавления и изменение мольной энтальпии при плавлении
кристалла, для которого a → ∞. После подстановки (5) в (4) получаем:

Tm = T 0
m

[
1− ∆Gint

∆H0
m

Vcr
Vint

6δ

a

]
= T 0

m

[
1− k1

6δ

a

]
, k1 =

∆Gint

∆H0
m

Vcr
Vint

. (5)

Линейная зависимость температуры плавления нанокристалла от обратной величины
размера нанокристалла 1/a выполняется во многих случаях [1–3]. Для складчатых моно-
кристаллов полимеров (L — толщина ламели)

Tm = T 0
m

[
1− ∆Gint

∆H0
m

Vcr
Vint

2δ

L

]
= T 0

m

[
1− k1

2δ

L

]
. (6)

Для кристаллических полимеров, как правило, выполняется линейная зависимость Tm
от величины 1/L [8, 9]. При известной величине ∆H0

m по экспериментальной зависимости Tm
от 1/L может быть определена величина ∆GintVcrδ/Vint для складчатой поверхности ламе-
лярного монокристалла полимера. В выполненных ранее работах по линейной зависимости
Tm = f(1/L) определялись величины T 0

m и σe для исследуемых полимеров. Под σe подра-
зумевалась свободная поверхностная энергия единицы площади складчатой поверхности
монокристалла полимера. Величины ∆GintVcrδ/Vint и σe численно равны.

Нарушение линейности зависимости Tm от величины 1/a может быть обусловлено ис-
пользованием приближения (5) для достаточно широкого интервала температур (сотни,
а не десятки градусов понижения температуры плавления, например, для наночастиц золо-
та [11]), температурной зависимостью величин, относящихся к межфазному слою. Сущест-
венным вкладом в отсутствие линейности зависимости может быть искажение кристал-
лической решетки, дефектность кристалла вследствие высоких величин переохлаждения
расплава (или пересыщения раствора) при росте нанокристаллов. Tm для нанокристаллов
одного и того же металла могут существенно отличаться, например, для золота [1,11–13].

Характер плавления нанокристалла, диспергированного в матрице или находящегося на
подложке другого химического состава, может изменяться из-за адсорбции в межфазном
слое (для всех граней нанокристалла или для грани, находящейся на подложке). Введем
величину ∆Gad — изменение мольной свободной энергии в результате адсорбции в “фазе”
Гуггенгейма (в межфазном слое). При плавлении

∆G =
a3

Vcr
∆Gm − 6a2δ

Vint
∆Gint +∆Gad = 0. (7)

Соответственно, для температуры плавления нанокристалла получим:

Tm = T 0
m

[
1− ∆Gint

∆H0
m

Vcr
Vint

6δ

a
+

∆GadVcr
∆H0

m

1

a

]
= T 0

m

[
1− k1

6δ

a
+ k2

1

a

]
. (8)

Соотношение величин k1 · 6δ и k2 в данном случае определяет характер изменения тем-
пературы плавления нанокристаллов при варьировании величины их поперечного размера,
при (k1 ·6δ) < k2 возможен “перегрев” нанокристаллов, который наблюдается [1–3] для ряда
систем. “Перегретые” в результате внешнего воздействия [1–3] или, в частности, в результате
адсорбции нанокристаллы являются гетерогенными зародышами.

Нанокристаллы, возникшие по тем или иным причинам [14, 15] в родительской фазе,
у которых температура плавления больше температуры кристаллизации, получают воз-
можность дальнейшего роста при данной температуре кристаллизации; уравнения (3), (5)
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определяют, с каким размером нанокристаллы устойчивы при данной температуре (не пла-
вятся) и, как следствие, являются гомогенными зародышами в данной системе.
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Плавлення нанокристалiв

Показано, що iдеї Гiббса не можуть бути застосованi для описання плавлення нанокриста-
лiв. Термодинамiка плавлення нанокристалiв дослiджена в межах теорiї Гуггенгейма для
опису мiжфазних шарiв.

O.V. Romankevich

Melting of nanocrystals

Gibbs’ ideas have been shown as useless to describe the melting of nanocrystals. Thermodynamics
of the melting of nanocrystals has been investigated with the use of the Guggenheim theory for
interface layers.
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Термодинамiчнi властивостi сплавiв подвiйних систем
Fe−3d-метал

(Представлено академiком НАН України С.О. Фiрстовим)

Методом iзопериболiчної калориметрiї дослiджено парцiальнi та iнтегральнi ентальпiї
змiшування розплавiв системи Fe−Sc в концентрацiйному iнтервалi 0 < xSc < 0,9 при
температурi 1873 K. Встановлено, що мiнiмум iнтегральних ентальпiй змiшування
становить −12,4±0,6 кДж/моль при xSc = 0,46. Одержано самоузгоджену термодина-
мiчну модель на основi iдеальних асоцiйованих розчинiв, яка описує активностi компо-
нентiв, енергiї Гiббса, ентропiї змiшування сплавiв та дiаграму стану в межах похибки
експерименту. Проведено аналiз залежностей термохiмiчних властивостей розплавiв
систем Fe−3d-метал з урахуванням нових даних.

Сплави на основi залiза широко застосовують у рiзних галузях науки i технiки. Якiсть ви-
робiв з них залежить вiд методiв отримання, якi можна удосконалювати при умовi знання
фiзико-хiмiчних властивостей. Оскiльки бiльшiсть методiв виробництва сталей та сплавiв
пов’язана з їх плавленням, важливе значення мають термодинамiчнi властивостi сплавiв
залiза як у рiдкому, так i у твердому станi [1–3]. Тому дана робота присвячена калори-
метричним дослiдженням подвiйних розплавiв Fe−Sc з метою встановлення ентальпiй змi-
шування в усьому концентрацiйному iнтервалi та моделюванню їх термодинамiчних влас-
тивостей за теорiєю iдеальних асоцiйованих розчинiв (IАР). Крiм того, необхiдно з ряду
наявних даних вивести достовiрнi. Це також зроблено в нашiй роботi для добре вивчених
сплавiв залiза.

Додавання рiдкiсноземельних металiв до металургiйних розплавiв в тому чи iншому
виглядi широко застосовують для розкиснення сталей, у виробництвi високомiцного ча-
вуну як комплексну модифiкацiю для цiлеспрямованого впливу на структуроутворення
вiдливкiв та впорядкування самого процесу модифiкування, для пiдвищення пластичнос-
тi сплавiв при високих температурах [4]. Аналiз вiдомих термодинамiчних властивостей
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сплавiв, сполук i фазових рiвноваг системи Fe−Sc зроблено авторами [5]. Сплави систе-
ми Fe−Sc у рiдкому станi дослiдженi методом калориметрiї [6–8]. Результати [6] наведенi
в табл. 1.

В [7] наведена тiльки перша парцiальна ентальпiя змiшування Sc, що дорiвнює −40 ±
± 2 кДж/моль при 1873 К, яка дещо вiдрiзняється вiд даних [6].

Дiаграма стану системи Fe−Sc дослiджувалася в [9, 10]. У роботi [11] зроблено повну
оцiнку термодинамiчних властивостей сплавiв цiєї системи та оптимiзацiю її дiаграми стану.

На рис. 1 наведенi фазовi рiвноваги [11] та термодинамiчнi данi для сплавiв системи
Fe−Sc. Видно, що ентальпiї змiшування розплавiв системи Fe−Sc робiт [6, 8] в межах екс-
периментальних похибок узгоджуються мiж собою.

Ентальпiї утворення (∆fH) iнтерметалiдiв системи Fe−Sc з робiт [12, 14] корелюють з ен-
тальпiями змiшування [6, 8]. Це не дивно, адже iнтерметалiд Fe2Sc плавиться конгруентно
(рис. 1). Слiд вiдзначити, що ∆fH iнтерметалiдiв системи Fe−Sc [13, 14] значно екзотермiч-
нiшi. Наше моделювання дало вiдносно середнє значення ентальпiї утворення цього iнтер-
металiду, що дорiвнює −23,2 кДж/моль (табл. 2). Активностi компонентiв сплавiв системи
Fe−Sc, згiдно з [15], проявляють невеликi вiд’ємнi вiдхилення вiд iдеальних розчинiв.

Ентальпiї змiшування розплавiв системи Fe−Sc дослiджувалися нами в концентрацiй-
ному iнтервалi 0 < xSc < 0,9 при температурi 1873 K (рис. 2, а).

Одержану самоузгоджену сукупнiсть парцiальних та iнтегральних ентальпiй змiшуван-
ня можна апроксимувати полiномiальними залежностями (кДж/моль):

∆HSc = (1− xSc)
2(−43,83 − 101,44xSc + 304,38x2Sc − 180,08x3Sc);

∆HFe = x2Sc(6,89 − 304,36xSc + 439,44x2Sc − 180,08x3Sc);

∆H = xSc(1− xSc)(−43,83 − 50,72xSc + 101,46x2Sc − 45,02x3Sc).

Отже, ∆H
∞
Sc = −43,8 ± 4,4; ∆H

∞
Fe = −38,1 ± 3,8; ∆Hmin = −12,4 ± 0,6 при xSc = 0,46.

Вiдповiдно до дiаграми стану системи Fe−Sc, лише один iнтерметалiд Fe2Sc плавиться
конгруентно. Однак одержанi термохiмiчнi властивостi мають досить малу асиметричнiсть,
що свiдчить про переважне утворення в розплавах асоцiату FeSc (рис. 2, б ).

Введення в модель третього асоцiату, Fe3Sc, покращує узгодження з експерименталь-
ними даними в областi малих концентрацiй Sc. Отриманi параметри моделi IАР наведенi
в табл. 2.

Таблиця 1. Ентальпiї змiшування розплавiв системи Fe−Sc при 1870 К, згiдно з [6] (кДж/моль)

xSc 0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12

−∆H 0 0,95 ± 0,05 2,05 ± 0,05 3,0± 0,1 4,0± 0,1 5,0 ± 0,1 6,1± 0,15

−∆HSc 52± 3 55± 3 55± 3 55± 3 52± 2 48± 2 41± 2

Таблиця 2. Ентальпiї (кДж/моль) та ентропiї (Дж/моль/K) утворення асоцiатiв (рiд.) та iнтерметалiдiв
(тв.) у системi Fe−Sc

Сполука ∆fH
рiд ∆fS

рiд ∆fH
тв ∆fS

тв

Fe3Sc −13,5 −6,5
Fe2Sc −17,4 −8,8 −23,2 −3,9
FeSc −28,1 −12,0
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Рис. 1. Фазовi рiвноваги i термодинамiчнi властивостi розплавiв i промiжних фаз системи Fe−Sc: a —
дiаграма стану системи Fe−Sc за даними [11]; б — ентальпiї утворення iнтерметалiдних фаз i рiдких сплавiв
Fe−Sc (кДж/моль) (∆fH : ◦ — данi [4]; • — [12]; — [13]; × — [14]; ∆mH : 1 — [6]; 2 — [8])

Таким чином, у розплавах системи Fe−Sc при 1873 K переважає помiрна взаємодiя мiж
рiзнойменними атомами.

Термодинамiчнi властивостi сплавiв подвiйних систем Fe−M вивченi досить добре, адже
їх широко застосовують у металургiї, зварюваннi та iнших галузях технiки. Найбiльш повно
дослiдженi термохiмiчнi властивостi. Тому ми порiвняли першi парцiальнi ентальпiї змiшу-
вання другого компонента розплавiв систем Fe−3d-метал залежно вiд порядкового номера
другого компонента на рис. 3, оскiльки вони найбiльш повно дослiдженi. Для цього ви-
бранi достовiрнi данi, якi встановили критичним аналiзом як власних, так i лiтературних
результатiв.

Видно, що енергiя взаємодiї мiж рiзнойменними частинками зростає в обидва боки вiд
залiза, за винятком скандiю та мiдi. Вiдомо, що енергiя взаємодiї мiж компонентами спла-
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Рис. 2. Термодинамiчнi параметри розплавiв системи Fe−Sc: а — парцiальнi та iнтегральнi ентальпiї змiшу-
вання розплавiв системи Fe−Sc, знайденi експериментально й апроксимованi за моделлю IАР, у порiвняннi
з лiтературними даними ( — модель IАР; ⋄ — ∆HSc; � — ∆H ; × — ∆H̄Fe; � — ∆H̄Sc [6]; • — ∆HSc [7]);
б — активностi чистих компонентiв та асоцiатiв у розплавах системи Fe−Sc при 1873 K згiдно з отриманою
моделлю IАР (1 — Fe; 2 — Sc; 3 — FeSc; 4 — Fe2Sc; 5 — Fe3Sc)

вiв визначається переважно такими факторами, як розмiрний та рiзниця електронегатив-
ностей. Залежностi розмiрного фактора та рiзницi електронегативностей компонентiв по-
двiйних сплавiв Fe−3d-метал проявляють симбатний хiд вiд порядкового номера 3d-мета-
лу. Лише для системи Fe−Mn наявний стрибок цих факторiв порiвняно з системами, що
знаходяться лiворуч i праворуч. Напевно, цi два фактори частково компенсуються, тому
функцiональна залежнiсть перших парцiальних ентальпiй змiшування 3d-металу в залiзi
вiд порядкового номера другого компонента є досить плавною. При переходi вiд Fe−Ti до
Fe−Sc екзотермiчнiсть ентальпiй змiшування зменшується. Це обумовлено, напевно, зро-
стаючим впливом розмiрного фактора. Для подiбних систем Fe-Y(La) спостерiгається те ж
саме.

Аналогiчнi залежностi побудованi для розплавiв подвiйних систем Co(Ni,Cu)-3d-метал
(рис. 4).

Виявилося, що розплави систем Co−3d-метал дослiдженi недостатньо, тому на основi
залежностей для подвiйних розплавiв Fe(Ni)−3d-метал ми спробували спрогнозувати подiб-
ну залежнiсть перших парцiальних ентальпiй змiшування 3d-металу в кобальтi, включно
з системами Co–V(Cr, Mn), для яких необхiднi данi вiдсутнi. Це зменшує необхiднiсть екс-
периментальних дослiджень розплавiв i розширює уявлення про енергетику взаємодiї в цих
системах iз вiдносно слабкою мiжчастинковою взаємодiєю.

Ентальпiї утворення iнтерметалiдiв корелюють з ентальпiями змiшування близьких за
складом розплавiв. Для деяких систем (Fe−Ti) вони навiть збiгаються в межах експери-
ментальних похибок. Але Fe, Co та Ni не з усiма 3d-металами утворюють iнтерметалiди,
тому встановити повнi залежностi ентальпiй їх утворення вiд порядкового номера d-металу
не вдається. Але зiставлення важливо зробити, оскiльки воно дозволяє вибрати достовiр-
нi данi для обох характеристик, зробити деякi прогнози. Так, ентальпiї утворення сполук
YxNi1−x близькi до ентальпiй змiшування вiдповiдних розплавiв. Звiдси ясно, що i надлиш-
кова теплоємнiсть цих сплавiв має бути дуже невеликою.
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Рис. 3. Залежностi перших парцiальних ентальпiй змiшування 3d-металiв (кДж/моль) (а), розмiрного фа-
ктора (∆r/Σr) (б ) та рiзницi електронегативностей компонентiв (в) подвiйних розплавiв Fe−3d-метал вiд
порядкового номера 3d-металу

Рис. 4. Залежнiсть перших парцiальних ентальпiй змiшування (кДж/моль) подвiйних розплавiв
Fe(Co,Ni,Cu)−3d-метал вiд порядкового номера 3d-металу (⋄ — ∆H̄∞

M (Fe), � — ∆H̄∞

M (Co), △ — ∆H̄∞

M (Ni),
◦ — ∆H̄∞

M (Cu))
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В. Г. Кудин, М. А. Шевченко, М. И. Иванов, В.В. Березуцкий,
В.С. Судавцова

Термодинамические свойства сплавов двойных систем Fe−3d-металл

Методом изопериболической калориметрии исследованы парциальные и интегральные эн-
тальпии смешения расплавов системы Fe−Sc в концентрационном интервале 0 < xSc < 0,9
при температуре 1873 K. Установлено, что минимум интегральных энтальпий смешения
составляет −12,4 ± 0,6 кДж/моль при xSc= 0,46. Получена самосогласованная термоди-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 87



намическая модель на основе идеальных ассоциированных растворов, которая описывает
активности компонентов, энергии Гиббса, энтропии смешения сплавов и диаграмму состо-
яния в пределах погрешности эксперимента. Проведен анализ зависимостей термохими-
ческих свойств расплавов систем Fe−3d-металл с учетом новых данных.

V.G. Kudin, M. O. Shevchenko, M. I. Ivanov, V.V. Berezutsky,
V. S. Sudavtsova

Thermodynamic properties of alloys of the binary Fe−3d-metal systems

Partial and integral mixing enthalpies of melts of the Fe−Sc system are investigated by the isoperi-
bolic calorimetry method in the concentration range 0 < xSc < 0.9 at 1873 K. It is found that the
minimum value of integral mixing enthalpy is −12.4± 0.6 kJ/mole at xSc = 0.46. A self-consistent
thermodynamic model which is based on the ideal associated solution and describes the activities
of components, mixing Gibbs energies and entropies, and the phase diagram of the system within
the experimental error is developed. The dependences of thermochemical properties of melts of the
Fe−3d-metal systems are analyzed with the account of new data.
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Вплив тектонiки на регiональнi закономiрностi
розподiлу газiв у вугленосних вiдкладах Донбасу

Для характеристики регiональної структури Донецького басейну запропоновано показ-
ники (кутiв падiння порiд, складчастих i розривних дислокацiй) та побудовано карти
тектонiчної дислокованостi як за кожним показником, так i загальної дислокованостi
(Kд), якi вiдображають особливостi розподiлу деформацiй рiзного типу на площi басей-
ну. Наведено результати розрахункiв за тектонiчними показниками методом нечiткої
кластеризацiї, що дозволило роздiлити площу басейну на три областi. Показано, що
основнi геологiчнi фактори — ступiнь метаморфiзму вугiлля, потужнiсть вугленосної
товщi, кiлькiсть вугiльних пластiв, пористiсть у видiлених областях вiдрiзняються
i це обумовлює особливостi формування скупчень метану. Обчисленi значення коорди-
нат центрiв кластерiв дозволяють визначити ступiнь належностi прогнозованої дi-
лянки до вiдповiдної областi.

Донецький басейн як єдина структура сформувався пiд дiєю глобальних тектонiчних проце-
сiв. Ступiнь i характер тектонiчної дислокованостi обумовили вмiст i склад газiв у вугленос-
нiй товщi та формування локальних зон скупчення метану [1–3], тому оцiнка параметрiв
порушень i виявлення областей з рiзними умовами деформацiї вiдiграють важливу роль
у визначеннi i видiленнi дiлянок з рiзними умовами нагромадження i збереження вугле-
водневих газiв.

Вiдомо [4], що сучасна структура басейну є результатом дiї тектонiчних сил на вугленос-
ну товщу, внаслiдок чого вона зазнала вiдповiднi змiни. Про величину останнiх (спочатку
практично горизонтальних пластiв) можна робити висновки за величинами кутiв падiння
порiд, параметрами складчастих i розривних дислокацiй. Ранiше при дослiдженнi струк-
тури пiвденно-захiдної частини басейну був розроблений метод комплексної оцiнки регiо-
нальної тектонiчної дислокованостi [4]. Комплекснiсть оцiнки полягала у вiдносно простому
розрахунку показника загальної тектонiчної дислокованостi (Kт) — найдостовiрнiшi геомет-
ричнi параметри кутiв падiння порiд (Kк), складчастих (Kс) i розривних (Kр) дислокацiй:

Kт =
√
Kк(Kр +Kс). (1)
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Для оцiнки розривних порушень був обраний коефiцiєнт [5]:

Kр =

n∑

i=1

HiLi

Si
, (2)

де Hi — амплiтуда розривного порушення, км; Li — довжина розривного порушення, км;
Si — площа дослiджуваної дiлянки, км2; n — кiлькiсть розривних порушень у межах до-
слiджуваної площi.

В основу розрахунку показника складчастої дислокованостi покладено принцип оцiнки
деформацiї гiрських порiд [5]. Коефiцiєнт складчастих порушень характеризує вiдносну
змiну довжини iзогiпси в межах структури та визначається за такою формулою:

Kc =
m∑

i=1

l1i − l0i
l0i

, (3)

де l1i — довжина i-ї iзогiпси в межах структури, км; l0i — вiдстань мiж кiнцями i-ї iзогiпси
в межах структури, км; m — кiлькiсть структур у межах дослiджуваної площi.

Коефiцiєнт мiнливостi кутiв падiння порiд на дiлянцi (Kк) було розраховано таким чи-
ном:

Kк =
αmax + αmin

180
, (4)

де αmax й αmin — вiдповiдно максимальний i мiнiмальний кути падiння порiд на дослiджу-
ванiй дiлянцi.

Розрахунки тектонiчної дислокованостi басейну проводили на основi геолого-структур-
ної карти доверхньопермських вiдкладiв Донецького вугiльного басейну [6]. На базi ти-
пiзацiї елементарних тектонiчних структур вугiльних пластiв [7] обгрунтовано параметри
складчастих i розривних структур (довжина складок 1 — 10 км, амплiтуда 0,1–2 км; дов-
жина розривiв 1–10 км, амплiтуда 0,1–1 км) та визначено площi квадратiв (20× 20 км), що
необхiднi для розрахункiв. Однак при розрахунку тектонiчної дислокованостi Донецького
басейну в регiональному планi з’ясувалася неможливiсть застосування показникiв Kр й Kс

з таких причин:
амплiтуду середньоамплiтудних порушень у переважнiй бiльшостi не винесено на карту,

що значно ускладнює розрахунокKр, проте амплiтуда великоамплiтудних порушень iстотно
змiнюється по простяганню площини змiщувача;

величина Kс, яка залежить вiд кiлькостi структур (n), що входять у квадрат, зростає
та набуває вирiшальної ваги при розрахунку Kт.

Перерахованi недолiки привели до необхiдностi удосконалення методу оцiнки регiональ-
ної тектонiчної дислокованостi басейну шляхом застосування вiдносних величин показникiв,
якi обчислюються як вiдношення значень показника в кожному квадратi до максимального
значення його на площi басейну, i введення показника Kд, що враховує проведенi змiни.

Усi показники безрозмiрнi i змiнюються в межах вiд 0 до 1. Для дослiдження взаєм-
ного впливу запропонованих показникiв було проведено парну кореляцiю. Оскiльки мiж
цими показниками коефiцiєнти кореляцiї менше 0,5, можна зробити висновок про те, що
вони статистично незалежнi i, отже, характеризують порушенiсть об’єкта з рiзних бокiв.
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Рис. 1. Карта iнтенсивностi загальної дислокованостi Донбасу: 1 — iзолiнiї показника Kд; 2 — розривнi
дислокацiї; 3 — межi басейну

За обчисленими показниками розраховувалися статистичнi параметри коефiцiєнтiв дисло-
кованностi (табл. 1).

Невеликi значення дисперсiй вибiрок i неiстотнi розбiжностi мiж ними свiдчать про те,
що розкид показникiв за площею басейну приблизно однаковий, а отже, випадковi помил-
ки, що спричиненi похибками методики розрахунку, незначнi i тому оцiнки ознак на пло-
щi запропонованими показниками максимально правдоподiбнi. Високi коефiцiєнти варiацiї
(71–88%) свiдчать про мiнливiсть показникiв у межах Донецького басейну.

Розробленi нами показники дозволили побудувати карти тектонiчної дислокованостi як
за кожним показником, так i загальної дислокованостi Kд (рис. 1), якi вiдображають регiо-
нальнi закономiрностi розподiлу деформацiй рiзного типу на площi басейну. Очевидно, що
за побудованими картами можливе лише суб’єктивне видiлення областей (районiв) з рiз-
ними тектонiчними умовами.

Одним з найбiльш виправданих математичних пiдходiв для виявлення дiлянок з рiзною
iнтенсивнiстю та типами дислокацiй в умовах Донецького басейну, який характеризується
значною мiнливiстю структури, а отже, i особливостями поширення локальних скупчень
метану, є метод нечiткої кластеризацiї. Метод призначений для видiлення спостережень
у бiльш-менш однорiднi групи. Необхiдно вiдзначити, що кiлькiсть груп (кластерiв) може

Таблиця 1

Статистичнi
параметри

Тектонiчнi показники

Kр Kс Kк Kд

Середнє значення 0,36 0,18 0,16 0,28
Стандартна помилка 0,02 0,02 0,01 0,02
Стандартне вiдхилення 0,27 0,19 0,14 0,20
Дисперсiя вибiрки 0,07 0,04 0,02 0,04
Ексцес 0,49 1,53 0,03 0,03
Асиметричнiсть 0,63 1,42 0,98 0,78
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бути задана довiльно, залежно вiд масштабу дослiджень i поставлених завдань. Серед ме-
тодiв нечiткої кластеризацiї найбiльш ефективним є метод c-середнiх Беждека [8, 9], де як
цiльовий функцiонал розглядається сума зважених квадратiв вiдхилень координат об’єк-
тiв, що класифiкуються, вiд центрiв кластерiв:

Jm(U, v) =
n∑

k=1

c∑

i=1

(uik)
m‖xk − vi‖2, (5)

де m — експоненцiальна вага нечiткої кластеризацiї (m > 1); xk = {x1k, . . . , xqk} — k-й
з об’єктiв, що належать кластеризацiї (номер квадрата), представлений векторами ознак,
якi характеризують параметри масиву, q — кiлькiсть ознак; vi — центр i-го кластера, що
представлений вектором розмiрностi q; n — кiлькiсть об’єктiв; c — кiлькiсть кластерiв.

Величина uik вiдображає ступiнь належностi k-го об’єкта i-му кластеру, причому

c∑

i=1

uik = 1, 1 6 k 6 n. (6)

У результатi розв’язання задачi мiнiмiзацiї функцiонала (5) вiдносно змiнних U , v при
обмеженнях (6) у [8] було отримано формули перерахунку ступенiв належностi

uik =
1

c∑

j=1

( ‖xk − vi‖
‖xk − vj‖

)2/(m−1)
, 1 6 i 6 c, 1 6 k 6 n, (7)

та центрiв кластерiв

vi =

n∑

k=1

(uik)
mxk

n∑

k=1

(uik)
m

, 1 6 i 6 c, (8)

на основi яких був запропонований алгоритм нечiткої кластеризацiї методом c-середнiх.
У наведених залежностях: uik — ступiнь належностi аналiзованої областi на картi до кон-
кретного кластера по дислокованостi; xk — характеристики окремої областi; vi — коорди-
нати центра кластера.

Результати кластеризацiї методом с-середнiх [8], який заснований на формулах (7), (8),
дозволили застосувати значення координат центрiв кластерiв мiж трьома усередненими
групами (K1, K2, K3) в ознаковому просторi (табл. 2).

Таблиця 2

Область
Тектонiчнi показники

Kр Kс Kк Kд

Захiдна (K1) 0,219 0,366 0,438 0,482
Центральна (K2) 0,239 0,085 0,096 0,159
Схiдна (K3) 0,590 0,389 0,305 0,528
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Рис. 2. Схема розташування тектонiчних областей за даними кластерного аналiзу: 1 — Захiдна область;
2 — Центральна область; 3 — Схiдна область

Застосування методу дало змогу обгруновано роздiлити площу Донецького басейну на
три областi як по кожному з показникiв, так i сумi показникiв. На рис. 2 наведено схему
розташування тектонiчних областей за даними кластерного аналiзу показника Kд.

Роздiлення за окремими показниками дозволяє чисельно видiлити дiлянки: з найбiль-
шою складчастiстю (якi можуть бути структурними пастками метану), розривною дисло-
кованiстю (якi, з одного боку, збiльшують газопроникнiсть пiдробленого масиву, з iншою —
сприяють його дегазацiї), кутами падiння (можуть сприяти дегазацiї або пiдтiканню га-
зу з глибших горизонтiв), що в поєднаннi з аналiзом лiтолого-фацiальних умов дозволить
обгрунтовано зробити висновки про формування i збереження в них метану.

Отриманi результати узгоджуються з геологiчними даними. Так, наприклад, найбiльшi
значення за показником складчастих дислокацiй приуроченi до пiвнiчно-схiдного борту, де
зосередженi родовища метану в куполовидних структурах; меншi — до захiдної частини
басейну (Захiдний Донбас).

Аналiз геологiчних факторiв — ступiнь метамофiзму вугiлля, потужнiсть вугленосної
товщi, кiлькiсть вугiльних пластiв, пористiсть, тип колекторiв — дозволили визначити осо-
бливостi формування скупчень метану в трьох видiлених областях.

Захiдна область просторово приурочена до площ розвитку вугленосних вiдкладiв, що
мiстять вугiльнi пласти, складенi марками Д, Г i частково М. Для неї характернi: неви-
сокi (0,01–0,02) показники регiональної дислокованостi; потужнiсть вугленосної товщi мен-
ше 3 км, незначна (<10) кiлькiсть вугiльних пластiв, пiдвищена пористiсть (до 15–20%)
i проникнiсть. У цiлому за наявностi потужних колекторiв, аргiлiтових покришок i струк-
турно-лiтологiчних умов обстановка сприятлива для газонакопичення. Для цiєї областi
характернi скупчення метану, що пов’язанi з колекторами порового i трiщинно-порового
типу.

Центральна область прурочена до площi розвитку вiдкладiв, що мiстять вугiлля марок
М–СС; показники тектонiчної дислокованостi змiнюються вiд 0,06 до 0,42; потужнiсть вуг-
леносної товщi 3–5 км, кiлькiсть вугiльних пластiв 2–25, порiвняно значна пористiсть (до
8–12%), середня або низька (при карбонатному цементi дуже низька) проникнiсть. Мiкро-
поклади i локальнi скупчення метану пов’язанi з колекторами трiщинно-порового i порового
типiв.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 93



Схiдна область приурочена до площi поширення вугiлля марок П–А; для неї характернi:
найбiльш високi показники регiональної тектонiчної дислокованостi вiд 0,16 до 0,89; потуж-
нiсть вугленосної товщi >5 км, вiдносно низька пористiсть (до 3–4%), низька проникнiсть
i малосприятлива обстановка нагромадження вiльного газу (без урахування сорбованих
газiв). Локальнi скупчення метану пов’язанi з колекторами трiщинного типу. Необхiдно
вiдзначити, що частина цiєї областi представлена высокометаморфiзованими антрацитами
i в нiй повнiстю вiдсутнi скупчення метану, але видiлити її за тектонiчними показниками
не представилося можливим.

Таким чином, при ухваленнi рiшення щодо прогнозної оцiнки газоносностi нових дiля-
нок або шахт за тектонiчними умовами необхiдно визначитися в ступенях належностi їх
до вiдповiдних кластерiв, для чого слiд розрахувати в ознаковому просторi вiдстань вiд
вектора ознак областi до вiдповiдних центрiв кластерiв. Отриманi результати можуть бути
застосованi для визначення тектонiчних умов знаходження метану в вугленосному масивi
Донбасу дослiджуваних дiлянок.
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Академик НАН Украины А.Ф. Булат, Л. И. Пимоненко, О.Б. Блюсс,
Д.Н. Пимоненко

Влияние тектоники на региональные закономерности распределения
газов в угленосных отложениях Донбасса

Для характеристики региональной структуры Донецкого бассейна предложены показатели
(углов падения пород, складчатых и разрывных дислокаций) и построены карты тектони-
ческой дислоцированности как по каждому показателю, так и общей дислоцированности
(Kд), которые отражают особенности распределения деформаций разного типа на площа-
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ди бассейна. Приведены результаты расчетов по тектоническим показателям методом не-
четкой кластеризации, что позволило разделить площадь бассейна на три области. Пока-
зано, что основные геологические факторы — степень метаморфизма угля, мощность угле-
носной толщи, количество угольных пластов и пористость в выделенных областях отли-
чаются и это обусловливает особенности формирования скоплений метана. Вычисленные
значения координат центров кластеров позволяют определить степень принадлежности
прогнозируемого участка к соответствующей области.

Academician of the NAS of Ukraine A.F. Bulat, L. I. Pimonenko, O.B. Blyuss,
D.M. Pimonenko

Impact of the tectonics on regional regularities of the distribution of
gases in coal-bearing deposits of Donbas

For the characteristic regional structure of the Donets basin, the coefficients (angles of falling
rocks, folded and discontinuous dislocations) are offered, and the maps of tectonic dislocation by all
parameters and of general dislocation (Kd), which reflect features of the distribution of deforma-
tions of different types in the basin area, are constructed. The results of estimations by tectonic
coefficients by the fuzzy clustering method, which allowed us to divide the basin area into three
zones, are presented. The basic geological factors — the degree of metamorphism of coal, capacity
of the coal-bearing rock mass, number of coal seams, and porosity in the selected zones — differ,
which determines features of the formation of aggregations of methane. The calculated values of
coordinates of the centers of clusters enable us to determine the degree of belonging of the predicted
site to the corresponding zone.
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УДК 550.837.2:551.241(477.6)

И.М. Логвинов, В.Н. Тарасов, И.В. Гордиенко

Результаты магнитотеллурических исследований

на востоке Донбасса

(Представлено академиком НАН Украины В. И. Старостенко)

Вдоль профиля, пересекающего Приазовский масив и восточный Донбасс, выявлены ано-
мальные объекты пониженного сопротивления (ОПС) как на территории Донбасса, так
и Приазовского массива. На Приазовском массиве ОПС располагается в верхних частях
земной коры. Наиболее мощный по своим параметрам ОПС находится в южной части
Донбасса. По глубине этот ОПС может располагаться как в земной коре, так и верх-
ней мантии.

В 2012 г. были выполнены наблюдения вариаций магнитотеллурического поля (МТ по-
ля) Земли современными цифровыми станциями в 9 пунктах на профиле от Приазовского
массива Украинского щита, перескающем Донбасс (рис. 1). Профиль (пр. ДБ-I) проходит
близко от сейсмического геотраверса XI на участке последнего от пк80 до пк200.

Рис. 1. Сейсмические профили (1 ) и расположение пунктов геоэлектрических наблюдений (2 ): Крсн —
Краснополка, Пбд — Победа, Птрп — Петропавловка, Н-Крн — Нижне-Крынское, Стп — Степановка, Дмт —
Дмитровка, Есл — Есауловка, Илл — Иллинка, Плв — Палиевка); 3 — граница Складчатого Донбасса, 4 —
антиклинали (Г — Главная, Н-Т — Нагольно-Тарасовская, А — Амвросиевская). 5 — синклинали (Ч-С —
Чистяково-Снежнянская, Д-С — Должанско-Садкинская)
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Рис. 2. Распределение максимальных значений Cu по частоте вдоль пр. ДБ–I

Выбор региона обусловлен двумя важними элементами. В результате магнитоварицион-
ных исследований аналоговыми станциями в 1986 г. было обнаружено аномальное поведение
магнитовариационных параметров на профиле Таганрог–Новопсков, пересекающем Дон-
басс [1]. В 80-х годах прошлого столетия цифровими станциями первого поколения были
выполнены магнитотеллурические зондирования (МТЗ) в нескольких десятках пунктов на
территории всего Донбасса [2, 3]. По полученным интерпретационным магнитотеллуриче-
ским параметрам было выполнено моделирование (прямая задача) [4–6].

Другим фактором является возможность установить местоположение рудных формаций
в пространстве и по глубине, так как профиль исследований пересекает район известных
месторождений многих полиметаллических руд Донбасса [7].

В настоящем сообщении обсуждаются все интерпретационные параметры МТ поля, по-
лученные в результате обработки данных 2012 г., и дана их предварительная интерпретация.

Экспериментальная часть. Регистрация вариаций МТ поля осуществлялась совре-
менными цифровыми станциями с шагом 1–5 с. Интервал регистрации на каждом пунк-
те составлял 3–5 сут. Район исследований изобилует электрифицированными железными
дорогами, рудниками и шахтами, что привело к большому фону помех в электрических
компонентах на ряде пунктов.

Обработка вариаций МТ поля к настоящему времени на всех пунктах выполнена по
одноточечной схеме с применением референтного пункта, используя различные програм-
мы [8–12]. На этапе предпроцессинга на всех пунктах были применены специальные про-
граммы, разработанные авторами, позволяющие устранять бытовые и промышленные по-
мехи без искажения вариаций естественного МТ поля.

В результате обработки нами получены магнитотеллурические и магнитовариационные
(типперы) параметры в диапазоне периодов от 9–16 до 6400–10800 с. Амплитуды реальных
и мнимых частей типперов определены с точностью 0,01–0,03, а их фазы — до 5◦. Фон помех
не позволил получить магнитотеллурические параметры с точностью меньше чем 20–30%
по модулям и 5–10◦ по фазам.

Азимуты реальных частей индукционных векторов (Аз.Cu) в диапазоне периодов, боль-
ших 100 с, на пунктах юго-западнее Амвросиевской антиклинали располагаются в квадран-
те 180–270◦. На остальнах пунктах азимуты достигают значений, больших 300◦.

На рис. 2 дано распределение величин Cu в интервале максимума частотной характе-
ристики (Tм). Видно, что максимальные значения Cu, достигающие значений более 1, на-

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 97



Рис. 3. Распределение азимутов Cu (а) и главных направлений основных импедансов (б ) вдоль пр. Дн–I

блюдаются в пунктах Н-Крн и Плв, расстояние между которыми составляет около 70 км.
Значения Tм наиболее представительны в пунктах, где наблюдаются макисмальные Cu.
Согласно рис. 2, интервал Tм приходится на периоды 1600–3600 с. В этом интервале перио-
дов наблюдаются минимальные значения Cu на пунктах, располагающихся над Главной
антиклиналью и окружающими ее синклиналями. Здесь же происходит и резкое измене-
ние азимутов Cu (рис. 3, а). Указанные признаки свидетельствуют о наличии аномалии
проводимости, центральная часть которой расположена между Чистяково-Снежнянской
и Должанско-Садкинской синклиналями.

Частотный диапазон максимума Cu указывает на большую величину интегральной про-
водимости аномалиеобразующего объекта (G).

Интересно сравнить распределение азимутов Cu (см. а на рис. 3) и главных направлений
(Аз. Zmax) основных импедансов (см. б на рис. 3), которые определены по полярным диа-
граммам. В пунктах, расположенных вблизи максимумов пространственных графиков Cu,
азимуты указанных величин отличаются почти на 90◦. Этот факт свидетельствует о бли-
зости проводящего объекта к двухмерной модели.

Одномерная инверсия. В то время как магнитовариационные данные позволили
получить сведения о пространственном распределении аномальной проводимости земных
недр, данные МТЗ могут помочь исследовать распределение проводимости с глубиной. На
первом этапе ограничимся одномерной интерпретацией данных МТЗ и обсудим получен-
ные 1D модели в пунктах наблюдений с точки зрения оценки основных характеристик
распределения проводимости в регионе.
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Рис. 4. Геоэлектрические разрезы земной коры и верхней мантии вдоль пр. ДБ–I

Так как МТ методы имеют плохую разрешающую способность по отношению к высоко-
омным породам, точно определить их сопротивление невозможно. Поэтому предпочтитель-
нее оценивать геоэлектрические параметры величиной суммарной продольной проводимо-
сти (S). Обозначим термином интегральное S (

∑
S), значение, равное сумме S определен-

ного интервала глубин. На рис. 4 приведены геоэлектрические разрезы в виде зависимости∑
S от глубины, полученные по результатам одномерной инверсии методом OCCAM [13].

Более обоснованный результат (ввиду большей точности построенных кривых МТЗ) полу-
чен для глубин земной коры (мощность земной коры взята, согласно [14]). Исходя из этого
факта построены геоэлектрические модели с различным масштабом глубин для земной ко-
ры и верхней мантии.

Мерой применимости одномерной инверсии может служить величина горизонтального
изменения

∑
S. На протяжении профиля наиболее резкое изменение

∑
S наблюдается на

участке профиля от ПК50 до ПК90 на всем рассмотренном интервале глубин. Этот участок
соответствует территории Донбасса от его границы с Приазовским массивом до Должанс-
ко-Садкинской синклинали. Аномально высокое значение

∑
S для земной коры выявлено

в П. Пбд. Если его не учитывать, то наблюдается логичное резкое уменьшение
∑
S земной

коры при переходе от Донбасса к Приазовскому массиву.
В результате анализа распределения

∑
S по данным одномерной инверсии можно сде-

лать вывод о наличии локальных неоднородностей проводимости, которые не позволяют
проводить количественные оценки геоэлектрических параметров по одномерной инверсии.

Таким образом, подводя итоги анализа полученных интерпретационных параметров
вдоль профиля, пересекающего части Приазовского массива и Донбасса, можно сделать
следующие выводы.

На протяжении профиля выявлены аномальные объекты пониженного сопротивления
(ОПС) как на территории Донбасса, так и Приазовского массива.

На Приазовском массиве ОПС располагается в верхних частях земной коры. Наиболее
мощный по своим параметрам ОПС выявлен на территории Донбасса. По глубине ОПС
может наблюдаться как в земной коре, так и верхней мантии.

Задача дальнейших исследований заключается в продолжении профиля на северо-вос-
ток с целью пересечения всей территории Донбасса и проведение двухмерной инверсии по
комплексу интерпретационных параметров МТ поля.
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I.М. Логвiнов, В.М. Тарасов, I. В. Гордiєнко

Результати магнiтотелуричних дослiджень на сходi Донбасу

Уздовж профiлю, який перетинає Приазовський масив i схiдний Донбас, виявленi аномаль-
нi об’єкти зниженого опору (ОЗО) як на територiї Донбасу, так i на Приазовському
масивi. На Приазовському масивi ОЗО розташовується у верхнiх частинах земної ко-
ри. Найбiльш потужний, за своїми параметрами ОЗО видiляється в пiвденнiй частинi
Донбасу. По глибинi цей ОЗО може розташовуватися як в земнiй корi, так i в верхнiй
мантiї.
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I.M. Logvinov, V.N. Tarasov, I. V. Gordienko

The results of magnetotelluric investigations on the east of Donbas

Along the line crossing the Priazov massif and the Eastern Donbas, the anomalous objects of low
resistance (OLR) on the territory of Donbass and the Priazov massive were detected. The OLR at
Priazov massive is situated at the top of the crust. The OLR most powerful in its parameters is
located in the southern part of the Donbas. It can be located in the crust or upper mantle.
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Член-корреспондент НАН Украины А.Б. Полонский,
Е.Н. Воскресенская, Е. В. Вышкваркова

Пространственно-временная изменчивость интенсивных
осадков на территории Украины и их связь

с изменениями климата

С использованием долговременных данных ежедневных наблюдений на территории Ук-
раины рассчитаны индексы Джини (GI), характеризующие относительную роль интен-
сивных осадков в формировании поля суммарных осадков. Показано, что на большей час-
ти Украины тренды GI отрицательны. Исключение составляет Азово-Черноморский
регион, где наблюдаются преимущественно положительные тренды. Таким образом, по-
вышение приземной температуры на большей территории страны не сопровождается
увеличением вклада интенсивных осадков в их общее количество. В то же время во вре-
менном ходе GI обнаружена низкочастотная изменчивость естественного происхож-
дения с периодами от 20–30 до 60–70 лет значительной амплитуды.

Глобальное потепление, сопровождающееся увеличением как общего количества осадков,
так и частоты, и интенсивности ливней во многих регионах Земного шара, обсуждается
в многочисленных научных публикациях. В отчетах Международной группы экспертов
(IPCC), обобщающих опубликованные данные, отмечается, что увеличение годового ко-
личества осадков в целом наблюдается над сушей в период с 1901 г. и по настоящее время.
При этом количество летних осадков в средних широтах уменьшается [1, 2]. Эти изменения,
в свою очередь, сопровождаются увеличением частоты интенсивных осадков, что приводит
к негативним социально-экономическим последствиям. Однако пространственные измене-
ния количества и интенсивности выпадающих осадков распределены крайне неравномерно
по Земному шару, в том числе и по территории Украины [3–5]. В ряде работ (например,
в [4, 5]) показано, что глобальное потепление сопровождается уменьшением годового коли-
чества осадков в северо-западных (увлажненных) регионах Украины и его увеличением —
в юго-восточных (более засушливых) районах, что приводит к формированию более одно-
родного (по пространству) поля годового количества осадков на территории страны. Этот
результат противоречит достаточно широко распространенному представлению о том, что
в процессе глобального потепления засушливые регионы, как правило, характеризуются
отрицательными трендами осадков, а увлажненные — положительными [6]. Представления
относительно характера пространственно-временного распределения экстремальных осад-
ков по территории Украине также очень противоречивы [4, 5, 7, 8]. Между тем пространст-
венно-временные тенденции в выпадении осадков (в особенности, интенсивных) крайне важ-
ны с практической точки зрения. Поэтому их объективная количественная оценка по дан-
ным длительных наблюдений чрезвычайно актуальна.

В настоящем сообщении проведен анализ пространственно-временной неоднородности
распределения интенсивных осадков по территории Украины в течение 19–21 вв. с исполь-
зованием данных о суточных суммах осадков, полученных на 19-ти станциях Гидромет-
службы Украины, по которым имеются продолжительные ряды наблюдений (табл. 1).
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Для сравнимости результатов средние величины индекса Джини (GI) и тренды анализи-
руемой характеристики рассчитаны за период, начиная со второй половины 20 в. Отметим,
что наиболее продолжительные ряды по ежесуточным осадкам накоплены на гидрометео-
рологических станциях Киев, Симферополь, Одесса и Феодосия. Они охватывают период
с конца 19 до начала 21 вв. и анализируются отдельно.

Методика исследования. Оценка неравномерности распределения количества сумм
ежедневных осадков выполнялась по методике расчета индекса концентрации, или GI, ко-
торая была предложена для решения задач в области климатологии [9] и подробно описана
в работах [9, 10]. Напомним, что GI принято использовать в социологии и экономике как ста-
тистический показатель, характеризующий, например, уровень неравномерности доходов
различных слоев населения [11]. Для его расчета оцениваются так называемые накоплен-
ные (кумулятивные) доли осадков разной интенсивности. Далее производится сравнение
получаемых кумулятивных кривых, или кривых Лоренца, и прямых равенства, описыва-
ющих равномерное распределение осадков по градациям. Чем дальше получаемая кривая
распределения отстоит от прямой равенства, тем больше роль редко выпадающих, но ин-
тенсивных осадков и тем больше индекс Джини. Рис. 1 наглядно демонстрирует смысл GI
и типичный вид кривых Лоренца, построенных по ежесуточным данным об осадках на двух
станциях Украины. Средние величины GI, рассчитанные по длительным стандартным на-
блюдениям за осадками, приведены в табл. 1. Расчет GI проведен по всем ежесуточным
данным для каждого года, а также летнего и зимнего сезонов в отдельности. На основе по-
лученных временных рядов для каждой станции рассчитаны линейные тренды и подобраны
аппроксимирующие полиномы шестого порядка с использованием стандартных статисти-
ческих программ.

Таблица 1. Средние значения индекса Джини, рассчитанные по данным гидрометеостанций Украины, и
коэффициенты линейного тренда (в единицах GI за год), оцененные для года в целом, зимнего и летнего
сезонов 1951–2005 г.

Номер
п/п

Станция
Значение линейного тренда Среднее

значение GIгод лето зима

1 Аскания Нова −0,001∗∗∗∗ −0,0015∗∗∗ −0,0019∗∗∗∗ 0,616
2 Винница −0,00024 −0,00047 −0,00051 0,630
3 Геническ −0,00029 −0,0007 0,00026 0,624
4 Дебальцево −0,0006∗∗ −0,0022∗∗∗∗ −0,00082∗ 0,583
5 Измаил −0,00061∗∗ −0,00036 −0,00054 0,621
6 Керчь −0,001∗∗∗ −0,001 −0,00096 ∗ ∗ 0,588
7 Киев −0,00074∗∗∗∗ −0,002∗∗∗∗ 0,00028 0,592
8 Лубны −0,00003 0,00027 −0,00098∗∗∗ 0,599
9 Луганск −0,00006 −0,00086 −0,00007 0,57

10 Львов −0,00057∗∗∗ −0,0013∗∗∗ −0,0008∗∗∗ 0,582
11 Одесса −0,00039 −0,00032 −0,00069∗ 0,604
12 Полтава −0,00054∗ 0,00032 0,0006 0,599
13 Севастополь −0,00019 0,0009∗ −0,001∗∗∗ 0,583
14 Симферополь −0,00002 −0,0002 −0,00013 0,592
15 Ужгород 0,00018 −0,00041 −0,00031 0,591
16 Феодосия 0,00006 0,0015∗∗∗ −0,00048 0,621
17 Харьков −0,00047∗ −0,0008 −0,00055 0,562
18 Черновцы −0,00002 0,00047 −0,00029 0,592
19 Шепетовка −0,00047∗ −0,00006 −0,0011∗∗∗ 0,576

Пр и м е ч а н и е . Значимые тренды помечены звездочками, количество которых зависит от уровня значи-
мости (∗ — 80%, ∗∗ — 90%, ∗∗∗ — 95%, ∗∗∗∗ — 99%).
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Рис. 1. Кривые распределения атмосферных осадков: линия равномерного распределения (1 ) и кривые
Лоренца для станций Львов (2 ) (GI = 0,52, зимний сезон) и Феодосия (3 ) (GI = 0,69, летний сезон)

Результаты и их обсуждение. Опубликованные данные (например, [7]) показывают,
что климатические нормы годовых сумм осадков по территории Украины распределены
крайне неравномерно: от районов переувлажнения (&650–700 мм) в северо-западной час-
ти (включая предгорье Украинских Карпат), в лесостепи 550–650 мм, на северо-востоке
(в бассейне Десны) ∼600 мм, зоны умеренных осадков (∼500 мм) на границе между лесо-
степью и степью, до районов недостаточного увлажнения в южной части степной зоны. На
побережье Черного и Азовского морей, в Присивашье, осадков выпадает меньше всего —
380–400 мм. При этом в течение года осадки выпадают неравномерно по сезонам. Напри-
мер, в степной части Крыма основная доля годовых осадков выпадает в зимний период, а
в районе Южного берега Крыма — в летний.

Неравномерность распределения осадков характерна также для суточных их сумм. Наи-
большая пространственно-временная неравномерность выпадения интенсивных осадков ти-
пична для юга Украины. За несколько дней аномального месяца здесь может выпасть
до 50% годовой суммы осадков. В этот же месяц следующего года осадков может вообще
не наблюдаться. Продолжительность аномальных периодов без осадков может достигать
сезона. Поэтому средние величины GI по территории Украины (0,57 до 0,63) в целом уве-
личиваются в южном направлении: максимальные их значения отмечаются на станциях
Азово-Черноморского бассейна (кроме Винницы, см. табл. 1, рис. 2, а). Причем, как по-
казано в работе [10], корреляция между индексами Джини и среднегодовыми осадками по
территории Украины незначительна.

В условиях наблюдаемых климатических изменений характер неравномерности выпаде-
ния интенсивных осадков по территории страны также изменяется. Анализируя линейные
тренды GI отметим, что в течение исследуемого периода изменения суточных сумм осад-
ков по Украине не были одинаковыми и даже различались по знаку. На большей части
территории страны, включая Карпаты, лесную и лесостепную зоны, линейные тренды GI,
оцененные для всех месяцев года (без разделения на сезоны), отрицательны. Они достигают
−0,01/10 лет на станциях Аскания Нова и Керчь. Причем величина трендов увеличивается
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Рис. 2. Распределение среднегодового индекса Джини по территории Украины, рассчитанного по всем
данным за 1951–2005 гг. (а) и коэффициентов значимого линейного тренда (б )

(по абсолютной величине) в южном направлении (см. рис. 2, б ). Положительные тренды
отмечаются только на двух станциях — Феодосия и Ужгород, но они незначимы.

Возникает вопрос — сохраняется ли характер пространственного распределения выяв-
ленных тенденций в различные сезоны. Нами рассмотрены тренды для двух сезонов: зимы
(декабрь, январь, февраль) и лета (июнь, июль, август). Проведенные расчеты показали,
что на большей части территории Украины для обоих сезонов в целом преобладают отри-
цательные тренды GI. Исключение составляют п-ов Крым, где значимые (на уровне 95%)
величины линейных трендов GI в летние месяцы положительны (до 0,015 за 10 лет в Фео-
досии). Таким образом, вклад интенсивных осадков в их общее количество уменьшается на
большей части территории страны не только в среднем за год, но также и зимой, и летом.

Кроме линейных трендов на графиках временного хода GI выделяются квазипериоди-
ческие колебания этого параметра значительной амплитуды. Для анализа низкочастотной
изменчивости GI расчеты индексов концентрации были проведены по 15-летним последо-
вательным отрезкам времени с 7-летним сдвигом в целом для года, а также отдельно для
зимы и лета по всем рассматриваемым станциям. Результаты выполненных расчетов по-
казали, что временной ход среднегодовых величин GI, рассчитанный за максимально про-
должительный период наблюдений для центральных и южных районов Украины, характе-
ризовался явно выраженными квазипериодическими колебаниями с типичными периода-
ми ∼60–70 лет. Соответствующие графики для Киева и Феодосии иллюстрирует рис. 3,
откуда видно, что годовой индекс концентрации возрастал с начала прошлого века до
1930–40-х гг., достигнув максимальной величины, превышающей 0,63–0,64. Затем он за-
метно уменьшался до минимума в середине 1950 (0,62 — в Феодосии) и в начале 1970-х гг.
(0,60 — в Киеве) и после этого снова стал расти, достигнув максимума в начале 1970-х гг.
в Феодосии. При этом в Киеве отмеченный рост не был монотонным.

Подобный характер изменчивости GI, но с более заметной периодичностью и меньшими
пределами изменения индекса типичен для зимних месяцев. Для летних месяцев отмечает-
ся более выраженная и высокоамплитудная изменчивость GI с амплитудой до 0,04. Во
временном ходе GI, построенном по сезонным величинам, хорошо проявляются также ква-
зипериодические колебания с вдвое меньшим периодом (около 20–30 лет, соответствующие
графики здесь не приведены). Анализ временного хода GI, рассчитанный для различных

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 105



Рис. 3. Характеристики индекса Джини: среднее значение (1 ), линейный тренд (2 ) и временной ход сгла-
женного индекса концентрации (3 ), рассчитанного по всем данным для станций Киев (а) и Феодосия (б )

сезонов и в среднем за год, показал, что важную роль в изменчивости среднегодовых зна-
чений GI играют не только колебания индексов в зимние и летние сезоны, но в переходные
сезоны (весенние и осенние).

Таким образом, пространственно-временная изменчивость неравномерности выпадения
ежесуточных осадков на территории Украины показывает, что в процессе регионально-
го потепления климата вклад интенсивных осадков в общее их количество не возрастает.
Напротив, на большей части территории Украины, на которой регистрируется рост при-
земной температуры, отмечаются значимые отрицательные тенденции во временном ходе
GI. Исключение составляет Крымский регион, где отмечаются положительные тренды GI,
причем в летний период они значимы (на уровне 95%). Обнаружена низкочастотная квази-
периодическая изменчивость неравномерности выпадения интенсивных осадков с масшта-
бом от 20–30 до 60–70 лет естественного происхождения, независящая от знака линейного
тренда во временном ходе GI.
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Просторово-часова мiнливiсть iнтенсивних опадiв на територiї
України та їх зв’язок зi змiнами клiмату

Використовуючи довготривалi данi щоденних спостережень на територiї України, розра-
ховано iндекси Джинi (GI), що характеризують вiдносну роль iнтенсивних опадiв у фор-
муваннi поля сумарних опадiв. Показано, що на бiльшiй частинi України тренди GI не-
гативнi. Виняток становить Азово-Чорноморський регiон, де спостерiгаються переважно
позитивнi тренди. Таким чином, пiдвищення приземної температури на бiльшiй територiї
країни не супроводжується збiльшенням внеску iнтенсивних опадiв у їх загальну кiлькiсть.
У той же час у часовому ходi GI виявлено низькочастотну мiнливiсть природного похо-
дження з перiодами вiд 20–30 до 60–70 рр. значної амплiтуди.

Corresponding Member of the NAS of Ukraine A.B. Polonsky,
E.N. Voskresenskaya, E.V. Vyshkvarkova

Spatial and temporal variability of heavy precipitations in Ukraine and
their relation to climate changes

Using the long-term data of daily observations in Ukraine, the Gini index (GI), which characterizes
the relative contribution of heavy precipitation to the field of total precipitation, is calculated. It is
shown that GI trends are negative in most of Ukraine. The exception is the Azov-Black Sea region,
where there are predominantly positive trends. Thus, the surface temperature increasing over most
of the country is not accompanied by an increase in the contribution of heavy precipitation to
the total amount. At the same time, the high-magnitude low-frequency variability (from 20–30 to
60–70 yrs) of GI is detected.
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Влияние алифатической полиуретановой матрицы

на спектральные и фотофизические характеристики
красителей в активных лазерных элементах

(Представлено членом-корреспондентом НАН Украины Ю.Ю. Керчей)

Созданы активные лазерные среды на органических красителях, введенных в новую поли-
уретановую матрицу на основе алифатического диизоцианата и олигомерного сложно-
го эфира. Исследованы спектрально-люминесцентные, фотофизические и генерационные
характеристики. Показано, что переход от радикально полимеризующихся полиуретан-
акрилатных композиций к алифатическим полиуретанам, которые отличаются мето-
дом синтеза (радикальной полимеризацией и поликонденсацией), расширяет спектраль-
ный диапазон и более чем на порядок повышает основные эксплуатационные параметры
лазерных элементов.

Среди твердотельных активных лазерных элементов на органических красителях, обла-
дающих большими экономическими и техническими преимуществами перед жидкими ана-
логами [1], особое внимание уделяется полимерным матрицам благодаря их доступности
и многообразию, легкости введения красителей и равномерному распределению их в по-
лимере [2]. К таким матрицам предъявляются высокие требования: наличие высокой опти-
ческой прозрачности в широком диапазоне спектра, обеспечение достаточной лучевой проч-
ности, высокой растворимости красителей, стабильность последних при хранении и эксплу-
атации.

Для лазеров, работающих в импульсно-периодическом режиме, ключевым параметром
для различных приложений есть срок службы, который зависит от стойкости красителя
в полимерной среде. Одним из важнейших факторов фотодеструкции красителей является
процесс самосенсибилизированного фотоокисления, приводящий к образованию необрати-
мого продукта. Негативно сказываются на стабильности красителей свободные радикалы,
ответственные за активизацию триплетного состояния, в котором молекулы более реак-
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ционноспособны, чем молекулы, находящиеся в синглетном состоянии. Деструкция моле-
кул красителей и образование продуктов их распада происходят как в основном, так и
в возбужденном состояниях. Эти продукты имеют поглощение в области генерации [3, 4].
Эффективность использования применяемых до сих пор в качестве рабочих сред модифи-
цированных эластомерами полиметилметакрилатов (ПММА) [5], полиэпоксидов [6], поли-
уретанакрилатов (ПУА) [7, 8] и др. снижается вследствие разрушения молекул красителя,
что происходит как из-за наличия свободных радикалов при радикальной полимеризации
ПММА и ПУА [3], так и при отверждении эпоксидных смол отвердителями различного
типа [6, 9]. В этом плане поиск новых полимерных матриц, обеспечивающих стабильную
работу лазера на красителях, крайне актуален. В настоящем сообщении впервые исследует-
ся влияние полиуретана (ПУ) на основе алифатического диизоцианата на фотофизические
характеристики красителей с целью возможного его использования в качестве полимерной
среды в активных элементах лазеров на красителях.

Объектами исследования были окрашенные полиуретановые композиции на основе али-
фатического диизоцианата (далее алифатический полиуретан (АПУ)), в который вводили
лазерные красители, хорошо себя зарекомендовавшие в различных полимерных матрицах —
родамин 6Ж (R6G); пиррометеновый краситель РМ567 с высокими рабочими характерис-
тиками [1]. Выбор органических красителей обусловлен прежде всего тем, что они были
хорошо изучены в различных как жидких, так и твердотельных матрицах: каждый из них
дает эффективную генерацию в видимой области.

Матрицу АПУ синтезировали из макродиизоцианата на основе олигодиэтиленгликоль-
адипината ММ 800, гексаметилендиизоцианата, взятых в соотношении 1 : 2, и триметилол-
пропана как сшивателя цепи. Раствор красителя в метиленхлориде добавляли в исходную
реакционную смесь. Отверждение композиций проводили при 60 ◦С в течение 10–12 ч.

В качестве полимерной матрицы сравнения использовали хорошо изученный ранее [7, 8]
ПУА, который получали методом радикальной полимеризации олигоуретанакрилата на
основе олигооксипропиленгликоля ММ 2000 и толуилендиизоцианата.

Для исследования окрашенные пленки концентрацией красителей 4 · 10−4 моль/л фор-
мировали между кварцевыми и стеклянными пластинками (триплексы).

Спектры поглощения полимерных образцов, содержащих красители, снимали на спект-
рофотометре VSU-2P, спектры флуоресценции — на спектрофлуориметре Hitachi MPF-4.

Определение фотостойкости красителей в полимерных матрицах проводили при облуче-
нии окрашенных пленок интегральным светом дуговой ртутной лампы ДРК-120 с интенсив-
ностью в зоне образцов I ≈ 45 мВт/см2. Для исследования фотостабильности в переходах
S0 → S2, S0 → S3 было использовано использовано преимущественно ультрафиолетовое
и видимое излучение указанной лампы. Изменение оптической плотности D образцов в за-
висимости от дозы излучения E падающего света контролировалось в максимуме основной
полосы поглощения красителя при помощи спектрофотометра VSU-2P.

Генерацию исследовали в недисперсионном резонаторе, согласно методике, описан-
ной в статье [4]. Для импульсной накачки применяли вторую гармонику (λp = 532 нм)
ИАГ : Nd3+-лазера, работающего в многомодовом режиме. Энергия импульса накачки
25 мДж при длительности 16 нс. Следовательно, падающая на полимерный образец плот-
ность энергии излучения накачки составляла ∼1,4 Дж/см2.

Спектры пропускания исходных неокрашенных пленок АПУ и ПУА иллюстрирует рис. 1.
Коротковолновый край спектра пропускания АПУ указывает на возможность его исполь-
зования для реализации активных элементов с накачкой классическими когерентными ис-
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Рис. 1. Спектры пропускания АПУ (1 ) и ПУА (2 ) (толщина полимерной пленки 1 мм)

Рис. 2. Спектры поглощения (1, 3 ) и люминесценции (2, 4 ) красителей родамин 6Ж (а) и пиррометен 567 (б )
в АПУ

точниками от эксимерного лазера (λp = 308 нм) до более длинноволновых. Пленки ПУА
для изготовления активных сред в ближнем ультрафиолете не могут быть применимы.

Спектры поглощения и люминесценции красителей R6G и PM567 в полимерной матрице
АПУ представлены на рис. 2. Сравнительный анализ с аналогичными спектрами в метано-
ле, этаноле [10] указывает на отсутствие отличительных особенностей спектрально-люмине-
сцентных свойств исследованных красителей в АПУ. Существенного расширения спектров
люминесценции не наблюдается, что свидетельствует об отсутствии агрегации молекул кра-
сителя [8, 10] при концентрации красителей от 1 · 10−4 до 8 · 10−4 моль/л.

Зависимость фотодеструкции красителей R6G и PM567 в АПУ- и ПУА-матрицах при-
ведена на рис. 3. Видно, что их фотостойкость в АПУ-матрице значительно выше, чем
в ПУА-матрице, где фотораспад красителей происходит достаточно быстро. Это может
быть обусловлено отсутствием радикалов в алифатическом ПУ в отличие от ПУА-матрицы,
которая получается радикальной полимеризацией. Численные значения этого параметра
представлены в табл. 1. Согласно данным, приведенным в таблице, падение вдвое опти-
ческой плотности красителя R6G в АПУ достигается при дозе облучения в 2,9 раза выше,
чем этого же красителя в ПУА, а красителя РМ567 — в 59,5 раз. Такое повышение фо-
тостойкости красителей в исследуемой полимерной матрице убедительно свидетельствует
о перспективности ее использования в активных элементах лазеров на красителях.
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Рис. 3. Зависимость изменения оптической плотности красителей родамин 6Ж (1, 3 ) и пиррометен 567 (2,
4 ) в полимерных матрицах ПУА (1, 2 ) и АПУ (3, 4 ) от энергии облучающего света лампой ДРК-120

Рис. 4. Ресурсные зависимости эффективности генерации, нормированные на η0, для родамин 6Ж (1, 3 )
и пиррометен 567 (2, 4 ) в ПУА (1, 2 ) и АПУ (3, 4 ) от числа импульсов накачки

Результаты исследования эффективности работы активного элемента (КПД генера-
ции η) с выбранными красителями в АПУ- и ПУА-матрицах демонстрирует табл. 1, откуда
видно, что исходный КПД η0 в первой матрице выше, чем во второй, что обусловлено
отсутствием разложения красителей на стадии формирования АПУ в отличие от ПУА [7, 8]
и ПММА [3], где поглощение продуктов разложения происходит в области генерации. Чис-
ло импульсов N , при котором ηi/η0 понижается вдвое, в АПУ примерно на порядок выше,
чем в ПУА. Это иллюстрирует рис. 4, где приведены ресурсные зависимости функции пре-
образования излучения накачки в генерацию ηi от числа импульсов N .

Таблица 1. Фотофизические и эксплуатационные свойства красителей в матрицах ПУА и АПУ

Активированные
красителем образцы

Доза облучения∗,
кДж/cм2∗

Исходная
эффективность
генерации, %

Число
импульсов∗∗

R6G в ПУА 1,01 28 900
R6G в АПУ 8,60 34 7880
PM567 в ПУА 0,06 63 2240
РМ567 в АПУ 12,43 78 10620

∗Доза, при которой D0 уменьшается 2 раза. ∗∗Число импульсов, при котором η0 понижается в 2 раза.
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Таким образом, впервые показана эффективность использования алифатического ПУ
как матрицы в твердотельном активном лазерном элементе на органических красителях:
спектральные свойства выбранных красителей в ней не отличаются от элементов в жид-
ких средах (метанол, этанол) [10]. По фотостойкости, эффективности и ресурсу работы
лазерные активные элементы на АПУ значительно превосходят таковые на основе других,
наиболее употребляемых для этих целей, полимерных матриц, получаемых радикальной
полимеризацией (ПУА и ПММА). Результаты работы показали перспективность исполь-
зования активных лазерных сред на основе АПУ для создания перестраиваемых лазеров
на красителях.

1. Pavlopoulos T.G. Scaling of dye lasers with improved laser dyes // Progr. Quantum Electron. – 2002. –
26, No 4–5. – P. 193–224.

2. Альтшулер Г. Б., Дульнева Е. Г., Мешковский И.К. и др. Твердотельные активные среды на основе
красителей // Журн. прикл. спетроскопии. – 1982. – 36, № 4. – С. 592–599.

3. Rahn M.D., King T.A., Gorman A.A. et al. I Photostability enhancement of Pyrromethene 567 and
Perylene Orange in oxygen-free liquid and solid dye lasers // Appl. Opt. – 1997. – 36, No 24. – P. 5862–5871.

4. Безродный В.И., Ищенко А.А. Активные лазерные среды на основе окрашенного полиуретана //
Квант. электроника. – 2000. – 30, № 12. – С. 1043–1048.

5. Gromov D.A., Dyumaev K.M., Manenkov A.A. et al. Efficient plastic-host dye lasers // J. Opt. Soc.
Am. B. – 1995. – 2. – P. 1028–1031.

6. Коробкин Ю.В., Сидоров О.И., Студенов В.Б. Активированные красителем полимеры для генера-
ции излучения в видимой области спектра // Письма в журн. техн. физики. – 1992. – 18, № 16. –
С. 38–42.

7. Безродный В.И., Бондар М.В., Пржонская О.В. и др. Полимерные лазеры: фотофизика активной
среды, оптические схемы и генерационные параметры // Изв. АН СССР. Cер. физич. – 1990. – 54,
№ 8. – С. 1476–1483.

8. Бондар М.В., Пржонская О.В. Спектрально-люминесцентные и генерационные свойства пирроме-
тинового красителя РМ – 567 в этаноле и полимерной матрице // Квант. электроника. – 1998. – 25,
№ 9. – С. 775–778.

9. Cazeca M. J., Jiang X. J., Kumar J. et al. Epoxy matrix for solid-state dye laser applications // Appl.
Opt. – 1997. – 36. – С. 4965–4968.

10. Yariv E., Schultheiss S., Saraidarov T. et al. Efficiency and photostability of dye-doped solid-state lasers
in different hosts // Opt. Mater. – 2001. – 16. – P. 29–38.

11. Рабек Я. Экспериментальные методы в фотохимии и фотофизике. – Москва: Мир, 1985. – 608 с.

Поступило в редакцию 22.01.2013Институт физики НАН Украины, Киев
Институт химии высокомолекулярных
соединений НАН Украины, Киев

В. I. Безродний, М. С. Стратiлат, А. М. Негрiйко, Л.Ф. Косянчук,
Г. В. Клiшевич, Т. Т. Тодосiйчук

Вплив алiфатичної полiуретанової матрицi на спектральнi та
фотофiзичнi характеристики барвникiв в активних лазерних
елементах
Створено активнi лазернi середовища на органiчних барвниках, введених у нову полiурета-
нову матрицю на основi алiфатичного дiiзоцiанату i олiгомерного складного ефiру. Дослiд-
жено спектрально-люмiнесцентнi, фотофiзичнi та генерацiйнi характеристики. Показано,
що перехiд вiд полiуретанакрилатних композицiй, що радикально полiмеризуються, до алi-
фатичних полiуретанiв, якi вiдрiзняються методом синтезу (радикальною полiмеризацiєю
i полiконденсацiєю), розширює спектральний дiапазон та бiльш нiж на порядок пiдвищує
основнi експлуатацiйнi параметри лазерних елементiв.
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V. I. Bezrodnyi, M. S. Stratilat, A. M. Negriyko, L. F. Kosyanchuk,
G.V. Klishevich, T.T. Todosiichuk

Effects of an aliphatic polyurethane matrix on spectral and
photophysical characteristics of laser dyes

Active laser media with organic dyes, included into a new polyurethane matrix on the base of
aliphatic diisocyanate and oligomeric ester, are developed. Spectral luminescent, photophysical, and
lasing characteristics are investigated. The transition from polyurethane acrylate compositions to
aliphatic polyurethanes differed by a synthesis method (radical polymerization and polycondensa-
tion) is shown to extend a spectral region and to increase the main operation parameters of laser
elements by more than an order.
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УДК 547.745

О.В. Добриднєв, Т.А. Воловненко, Ю.М. Воловенко

Синтез спiро-2-(5-амiно-2,3-дигiдро-3-оксопiрол-4-iл)-

1,3-диметилбензоiмiдазолiум хлоридiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України В.П. Хилею)

Взаємодiя 1,3-диметил-2,3-дигiдро-1H-бензо[d]iмiдазол-2-iлiденметил цiанiдiв з хлоро-
ангiдридами N -трифлуороацетильованих амiнокислот дозволяє отримати (3-цiано-2-
оксо-3-гетарилпропiл)-2,2,2-трифлуороацетамiди, якi при зняттi трифтороацетиль-
ного захисту циклiзуються у вiдповiднi 2-(5-амiно-2,3-дигiдро-3-оксопiрол-4-iл)-1,3-ди-
метилбензоiмiдазолiум хлориди.

Випробування на бiологiчну активнiсть ранiше синтезованих гетариламiнопiролiнонiв по-
казало, що вони мають значну протипухлинну активнiсть [1]. Продовжуючи нашi дослiд-
ження в цьому напрямi, було вирiшено модифiкувати гетероциклiчний замiсник з метою
пiдвищення розчинностi вiдповiдних спiрогетариламiнопiролiнонiв у водi. На наш погляд,
заданим критерiям найкраще вiдповiдає наявнiсть кватернiзованного атома азота в гете-
роциклiчному замiснику.

Розробляючи шляхи отримання кватернiзованих похiдних, нами був взятий до уваги
вiдомий метод [2], а саме: ацилювання гетарилiденацетонiтрилiв, алкiлованих по 1- й 3-по-
ложеннях в iмiдазольному фрагментi. Добудовуючи пiролiноновий цикл до бензимiдазоль-
ного фрагмента, було застосовано розроблений нами метод ацилювання хлороангiдридами
N -трифтороацетил амiнокислот [3].

Так, 1,3-диметилбензимiдазолiлiденацетонiтрил 1 [4] було проацильовано хлороангiдри-
дами N -трифтороацетил амiнокислот 2 та отримано вiдповiднi бутиронiтрили 3:

Будову продуктiв ацилювання 3 доведено за допомогою ЯМР й IЧ спектроскопiї та
мас-спектрометрiї. Так, у спектрах 1Н ЯМР бутиронiтрилiв 3а–в присутнi сигнали NH-про-
тона трифтороацетамiдного залишку при 9,09–9,62 м. ч. (обмiнюється з D2O). Протони ге-
тероциклiчного замiсника, метильної групи та алiциклiчного замiсника поглинають на ха-
рактерних для них дiлянках.

Зняття трифтороацетильного захисту з бутиронiтрилiв 3а–в приводить до утворення
iнтермедiатiв, що мають структуру γ-амiнонiтрилiв, якi далi циклiзуються у вiдповiдний
пiролiноновий фрагмент:
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Будову пiролонiв 4а–в встановлено за даними спектрiв IЧ й ЯМР. Так, в IЧ-спектрах
цих сполук вiдсутнє поглинання спряженої нiтрильної групи, яке спостерiгалося для вихiд-
них сполук 3. Натомiсть наявнi двi смуги валентних коливань первинної амiногрупи при
3450–3277 см−1. У той самий час IЧ-спектри також не фiксують наявнiсть карбонiльної
групи трифтороацетамiдного фрагмента. У спектрi 1Н ЯМР сигнали амiногрупи зазвичай
спостерiгаються у виглядi уширеного двопротонного синглету в межах вiд 7,73 до 7,89 м. ч.,
а ендоциклiчний NH-протон — як синглет, що резонує в найслабшому полi, а саме: вiд 8,57
до 9,37 м. ч.

Експериментальна частина. Контроль за ходом реакцiй та чистотою синтезованих
продуктiв здiйснювали за допомогою ТШХ на пластинках Silufol UV-254 у системi хлоро-
форм — метанол 9 : 1. Спектри 1Н ЯМР вимiрювали в DMSO-D6 на спектрометрi Mercury
Varian 400 при 400,45 MГц. Хiмiчнi зсуви 1Н наведено в мiльйонних частках вiдносно ТМС
(внутрiшнiй стандарт). IЧ-спектри знiмали на приладi FT IR Perkin Elmer BX II в таблетках
KBr. Мас-спектри знiмали на приладi Agilent 1100 Series з детектором Agilent LC/MSD SL.
Температури плавлення вимiрювали на “Boetius microscope hot plate apparatus”.

Хлороангiдриди N-трифтороацетил амiнокислот (2). До суспензiї 0,1 моль
амiнокислоти в 50 мл СН2СI2 додавали 14,5 мл (0,2 моль) SOCl2 та 0,25 мл ДМФА, отри-
ману сумiш при перемiшуваннi кип’ятили до повного розчинення твердої фази, пiсля чого
нагрiвання продовжували ще 1 год. Розчинник та надлишок SOCl2 випаровували при 60 ◦C
та незначному розрiдженнi (0,4 атм). Отриманий таким чином хлороангiдрид 2 використо-
вується в подальших синтезах без додаткового очищення.

2-Гетарилiден-3-оксо-4-трифтороацетамiдобутанонiтрили (3). До розчину
2,8 г (0,015 моль) 1,3-диметилбензимiдазолiлiденацетонiтрилу 1 та 3,3 мл (0,04 моль) пiри-
дину в 15 мл ДМФА при перемiшуваннi додавали 0,018 моль хлороангiдриду 2. Реакцiйну
сумiш залишали на 12 год при 40 ◦C. ДМФА та надлишок пiридину випаровували у ва-
куумi, залишок розтирали з 15 мл води, фiльтрували, сушили та перекристалiзовували
з вiдповiдного розчинника.

N-[3-Цiано-3-(1,3-диметил-2,3-дигiдро-1H-бензо[d]iмiдазол-2-iл)-1,1-диметил-
2-оксопропiл]-2,2,2-трифтороацетамiд (3а).
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1Н ЯМР: δ = 1,57 (6H, с, CH3), 3,76 (6H, с, NCH3), 7,55 (2H, м, H-5,6), 7,73 (2H, м,
H-4,7), 9,45 (1H, с, NHCOCF3) м. ч. IЧ (KBr): ν = 3232,49 (NHCOCF3), 2179,27 (C≡N),
1711,88 (NHCOCF3), 1605,59 (C=O) cм−1. MС (ХI): m/z = 367,2 ([МН]+).

Вихiд 74%. T. пл. = 257 ◦C (HOAc).
N-[2-Цiано-2-(1,3-диметил-2,3-дигiдро-1H-бензо[d]iмiдазол-2-iлiден)ацетил]

циклопентил-2,2,2-трифтороацетамiд (3б).
1Н ЯМР: δ = 1,64 (2H, м, циклопентил), 1,75 (2H, м, циклопентил), 2,06 (2H, м, цик-

лопентил), 2,33 (2H, м, циклопентил), 7,41 (2H, м, H-5,6), 7,65 (2H, м, H-4,7), 9,62 (1H, с,
NHCOCF3) м. ч. IЧ (KBr): ν = 3223,21 (NHCOCF3), 2186,05 (C≡N), 1705,44 (NHCOCF3),
1601,79 (C=O) cм−1. MС (ХI): m/z = 393,2 ([МН]+).

Вихiд 85%; T. пл. = 272 ◦C (n-BuOH).
N-[2-Цiано-2-(1,3-диметил-2,3-дигiдро-1H-бензо[d]iмiдазол-2-iлiден)ацетил]

циклогексил-2,2,2-трифтороацетамiд (3в).
1Н ЯМР: δ = 1,33 (1H, м, циклогексил), 1,61 (5H, м, циклогексил), 1,98 (2H, м, циклоге-

ксил), 2,08 (2H, м, циклогексил), 3,74 (6H, с, NCH3), 7,44 (2H, м, H-5,6), 7,71 (2H, м, H-4,7),
9,09 (1H, с, NHCOCF3) м. ч. IЧ (KBr): ν = 3238,09 (NHCOCF3), 2179,27 (C≡N), 1703,49
(NHCOCF3), 1619,58 (C=O) cм−1. MС (ХI): m/z = 407,2 ([МН]+).

Вихiд 88%; T. пл. = 273–275 ◦C (n-BuOH).
2-(5-Амiно-2,3-дигiдро-3-оксопiрол-4-iл)-1,3-дiалкiлбензимiдазолiум хлори-

ди (4). До 0,001 моль розчину вiдповiдного ацильованого гетарилiденацетонiтрилу 3 у 5 мл
i-пропанолу додавали 0,05 г (0,013 моль) NaOH i отриману сумiш кип’ятили 3 год. Розчин-
ник випаровували у вакуумi, а до залишку додавали 2 мл води та розтирали. Утворе-
ний осад вiдфiльтровували та двiчi промивали водою порцiями по 0,5 мл. Осад розчиняли
в 10 мл 10%-го НСI, фiльтрували та випаровували фiльтрат у вакуумi. Залишок висушу-
вали та отримували аналiтично чистi зразки сполук 4.

2-(5-Амiно-2,2-диметил-3-оксо-2,3-дигiдро-1H-4-пiролiл)-1,3-диметил-3H-бен-
зо[d]iмiдазол-1-iум хлорид (4а).

1Н ЯМР: δ = 1,32 (6H, c, CH3), 3,85 (6H, c, NCH3), 7,58 (2H, м, H-5,6), 7,89 (4H, м, H-4,7,
NH2), 8,57 (1H, с, NH-пiрольний) м. ч. IЧ (KBr): ν = 3450,98 (NH2, ас.), 3400,56 (NH2, с.),
3294,11 (NH-пiрольний), 1689,51 (C=O) cм−1. MС (ХI): m/z = 271,2 ([M — Cl]+).

Вихiд 64%; T. пл. = >300 ◦C.
2-(3-Амiно-1-оксо-4-азаспiро[4,4]нон-2-ен-2-iл)-1,3-диметил-3H-бензо[d]iмiд-

азол-1-iум хлорид (4б).
1Н ЯМР: δ = 1,84 (6H, м, циклопентил), 1,95 (2H, м, циклопентил), 3,85 (6H, с, NCH3),

7,56 (2H, м, H-5,6), 7,87 (4H, м, H-4,7, NH2), 9,03 (1H, с, NH-пiрольний) м. ч. IЧ (KBr):
ν = 3361,14 (NH2, ас.), 3292,82 (NH2, с.), 3266,10 (NH-пiрольний), 1635,69 (C=O) cм−1. MС
(ХI): m/z = 297,4 ([M — Cl]+).

Вихiд 60%; T. пл. = >300 ◦C.
2-(3-Амiно-1-оксо-4-азаспiро[4,5]дец-2-ен-2-iл)-1,3-диметил-3H-бензо[d]iмiд-

азол-1-iум хлорид (4в).
1Н ЯМР: δ = 1,31 (1H, м, циклогексил), 1,55 (3H, м, циклогексил), 1,63 (3H, м, циклогек-

сил), 1,78 (3H, м, циклогексил), 3,84 (6H, с, NCH3), 7,57 (2H, м, H-5,6), 7,73 (2H, уш. с, NH2),
7,88 (2H, м, H-4,7), 9,37 (1H, с, NH-пiрольний) м. ч. IЧ (KBr): ν = 3338,93 (NH2, ас.), 3277,31
(NH2, с.), 3204,39 (NH-пiрольний), 1630,76 (C=O) cм−1. MС (ХI): m/z = 311,2 ([M — Cl]+).

Вихiд 75%; T. пл. = >300 ◦C.
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Синтез спиро-2-(5-амино-2,3-дигидро-3-оксопиррол-4-ил)-1,3-диме-
тилбензоимидазолиум хлоридов

Взаимодействие 1,3-диметил-2,3-дигидро-1H-бензо[d]имидазол-2-илиденметил цианидов с
хлороангидридами N -трифлуороацетилированных аминокислот позволяет получить (3-циа-
но-2-оксо-3-гетарилпропил)-2,2,2-трифлуороацетамиды, которые при снятии трифтороа-
цетильной защиты циклизуются в соответствующие 2-(5-амино-2,3-дигидро-3-оксопир-
рол-4-ил)-1,3-диметилбензоимидазолиум хлориды.

A.V. Dobrydnev, T.A. Volovnenko, Yu.M. Volovenko

Synthesis of spiro-2-(5-amino-2,3-dihydro-3-oxopyrrol-4-yl)-1,3-dime-
thylbenzimidazolium chlorides

The interaction of 1,3-dimethyl-2,3-dihydro-1H-benzo[d]imidazol-2-ylidenmethyl cyanides with
N -trifluoroacylated acid chlorides gave the desired (3-cyano-2-oxo-3-hetarylpropyl)-2,2,2-tri-
fluoroacetamides that provided the target 2-(5-amino-2,3-dihydro-3-oxopyrrol-4-yl)-1,3-di-
methylbenzimidazolium chlorides upon detrifluoroacetylation.
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К.В. Теребiленко, М. Ю. Мiрошнiченко, В. Н. Баумер,
Р.П. Линник, член-кореспондент НАН України М. С. Слободяник

Синтез, будова та червона люмiнесценцiя

KBi(WO4)2 : Pr3+

Кристали нового подвiйного вольфрамату KBi(WO4)2 були вирощенi методом криста-
лiзацiї з розчинiв-розплавiв системи K−Bi−W−O. Сполука належить до моноклiнної
сингонiї, просторова група C2/c з параметрами елементарної комiрки a = 1,08512(7),
b = 1,05782(5), c = 0,76147(2) нм, β = 130,746(4)◦, Z = 4 i має каркасну структуру ти-
пу шеєлiту. Аналiз спектрiв фотолюмiнесценцiї даної матрицi, легованої празеодимом
(III), показує найвищу вiдносну iнтегральну iнтенсивнiсть червоної люмiнесценцiї для
зразкiв з мiнiмальним мольним вмiстом активатора 0,2% мол.

Пошук нових оксидних матерiалiв з характеристичною люмiнесценцiєю у видимiй областi
спектра при їх збудженнi ультрафiолетом (УФ) або вакуумним ультрафiолетом (ВУФ) зу-
мовлений необхiднiстю створення плазмових дисплеїв та безртутних флуоресцентних ламп.
Особливу увагу в цьому контекстi привертає пошук нових люмiнофорiв на основi фосфатiв,
ванадатiв, молiбдатiв та вольфраматiв, що мiстять тривалентнi метали та празеодим (III)
як центр люмiнесценцiї [1–3].

Iон Pr3+ має ряд переваг як активаторного центра, що насамперед пов’язано з можли-
вiстю реалiзацiї каскадної емiсiї, яка полягає в тому, що збуджений iон переходить з висо-
коенергетичного до основного стану, випромiнюючи два фотони видимого свiтла [3]. Необ-
хiдною умовою для такого процесу є розмiщення1S0 рiвня iона Pr3+ нижче “дна” 5d-зони.
У такому випадку спектр люмiнесценцiї стає чутливим до найближчого оточення. Для реа-
лiзацiї каскадної люмiнесценцiї до матрицi висуваються такi вимоги: великий iонний радiус;
високе координацiйне число для тривалентного металу; порiвняно велика вiдстань мiж су-
сiднiми iонами Pr3+; висока жорсткiсть вiдповiдного кристалiчного каркаса [4, 5].

Зазначеним вимогам вiдповiдають оксиднi сполуки на основi молiбдатiв i воль-
фраматiв, що мiстять у структурi восьмикоординованi катiони РЗЕ. Нещодавно бу-
ло показано перспективнiсть молiбдатвмiсних люмiнофорiв KxSr1−2xMoO4:Pr3+ [6] та
NaGd(MoO4)2:Pr3+ [7] з максимумом свiтiння фотолюмiнесценцiї в червоному дiапазонi.
Однак вiдсутнiсть систематичних дослiджень у цiй сферi ускладнюють вибiр неорганiчних
матриць та розрахунок можливих спектральних характеристик.

Серед значної рiзноманiтностi структурних типiв шеєлiтоподiбних молiбдатiв i воль-
фраматiв складу M IM III(WО4)2 [8] видiляється група оксидних сполук, де M I — K, Cs, а
M III — восьмикоординований тривалентний метал, що задовольняє вимогам для легуван-
ня празеодимом з реалiзацiєю каскадної люмiнесценцiї. В даному повiдомленнi розглянуто
особливостi синтезу, будови та фотолюмiнесценцiї легованого Pr3+ подвiйного вольфрама-
ту KBi(WO4)2.

Експериментальна частина. Синтез полiкристалiчного неактивованого KBi(WO4)2
здiйснювали в розчинах-розплавах системи K2WO4−WO3−Bi2O3. Як вихiднi компоненти
використовували WO3 (“ч. д. а.”), K2WO4 ·2H2O (“х. ч.”) та Bi2O3 (“ч. д. а.”). Вiдповiднi кiль-
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костi реагентiв нагрiвали в платинових тиглях до 950 ◦С. Отриманi гомогеннi розплави
охолоджували зi швидкiстю 50 ◦С/год при 700–720 ◦С залежно вiд спiввiдношення компо-
нентiв та в’язкостi розплаву. Кристалiчнi продукти отримували пiсля промивання закри-
сталiзованого продукту вiд залишкiв плаву в гарячiй водi. Область утворення подвiйного
вольфрамату вiдповiдає спiввiдношенням K/W вiд 0,8 до 1,2 при мольному вмiстi в по-
чатковiй шихтi 10–25% Bi2O3. Найбiльший вихiд (68%) спостерiгався у випадку K/W = 1
та w(Bi2O3) = 20%. В IЧ-спектрi зразкiв виявлено широку смугу в областi 780–860 см−1, що
вiдповiдає валентним симетричним та асиметричним коливанням у конденсованому WO6

октаедрi.
Легованi Pr3+ зразки отримували за вказаною методикою при включеннi до вмiсту роз-

плаву розрахованої кiлькостi Pr6O11 (“х. ч. ”), що становило 0,2; 0,4 й 2%. Зразки аналiзували
методами IЧ спектроскопiї та порошкової рентгенографiї. IЧ-спектри синтезованих сполук
записано на спектрометрi “Pelkin Elmer Spectrum BX FTIR” у дiапазонi частот вiд 400 до
4000 см−1 для зразкiв, що були запресованi в диски з KBr.

Рентгеноструктурнi дослiдження монокристалiчного нелегованого зразка (розмiром:
0,10 × 0,10 × 0,10 мм3) проводили на автоматичному дифрактометрi “XCalibur-3” (Oxford
Diffraction Ltd., Ебiнгтон, Оксфордшир, Англiя) з використанням МоKα-випромiнювання
(λ = 0,7107344·10−1 нм, графiтовий монохроматор), обладнаного двокоординатним CCD-де-
тектором (“Sapphire-3”), методом ω-сканування. Данi кристалографiчних дослiджень та уто-
чнення структури демонструє табл. 1. Структуру визначали прямими методами за допомо-
гою програми SHELX-97 [9]. Положення атомiв оксигену i калiю визначали з рiзницевого
аналiзу Фур’є. Уточнення структури здiйснювали з допомогою програми SHELXL-97 [10].
Координати та iзотропнi параметри атомiв, якi отримано для структури KBi(WO4)2, на-
ведено у табл. 2.

Спектри люмiнесценцiї записано на спектрофотометрi “Perkin Elmer LS-55” при кiмнат-
нiй температурi при довжинi хвилi збудження 450 нм, вхiднiй та вихiднiй щiлинах 2,5 мм.

Таблиця 1. Результати структурного експерименту для KBi(WO4)2

Формула KBi(WO4)2

Сингонiя Моноклiнна
Пр. гр. C2/c
Параметри комiрки, нм a = 1,08512(7), b = 10,5782(5), c = 7,6147(2), β = 13,0746(4)◦

V , нм 0,66220(6)
Z 4
Tmin, Tmax 0,0683; 0,1864
Незалежнi рефлекси 1206
Рефлекси з I > 2σ(I) 1170
Rint 0,0326
θmin, θmax, град 3,14; 32,5
h; k; l −16 → 16; −15 → 15; −11 → 11
F (000) 1256
Вагова схема w = 1/[σ2(Fo2) + (0,0186P)2 + 26,2208P], де P = (F2

o + 2F2
c)/3

R1(all) 0,0209
wR2 0,0499
S 1,175
Кiлькiсть параметрiв 57
Поправка на поглинання 0,00208(8)
(∆ρ)max,min (e · нм−3) 3,826 · 10−3, −2,646 · 10−3
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Рис. 1. Кристалiчний каркас KBi(WO4)2 (темнi полiєдри — BiO8, свiтлi — WO6, кульки — атоми К)

Результати та їх обговорення. Тривимiрний каркас подвiйного вольфрамату
KBi(WO4)2 побудовано шляхом зв’язування двох типiв полiедрiв: BiO8 й WO6. Координа-
цiйне число бiсмуту утворене шiстьома атомами О у межах 0,2346(3)–0,2407(9) нм та двома
вiддаленими атомами оксигену до 0,2765(4) нм. У такому наближеннi координацiйний по-
лiедр BiO8 може бути представлений як двошапкова тригональна призма. Координацiйний
полiедр вольфраму є дещо деформованою тригональною призмою з вiдстанями W−O у ме-
жах вiд 0,1774(4) до 0,2313(4) нм. Кожен полiедр WO6 утворює димер з суднiм полiедром
шляхом подiлу спiльного ребра, а з iншими двома — нескiнченну стрiчку за рахунок зв’язу-
вання оксигеновими вершинами (рис. 1). Найменша вiдстань W−W в утворених стрiчках до-
рiвнює 0,329(3) нм. Калiй у структурi KBi(WO4)2 перебуває в десятикоординацiйному кис-
невому оточеннi (п’ять пар рiвних зв’язкiв K−O у межах вiдстаней 0,2863(5)–0,3148(5) нм).
Сусiднi атоми калiю в серединi каналу знаходяться на вiдстанi 0,424(7) нм. Така геометрiя
формує систему гексагональних каналiв, в яких знаходяться атоми калiю (див. рис. 1).

Зважаючи на структурнi характеристики даного вольфрамату, входження Pr3+ як акти-
ватора слiд очiкувати саме в позицiї восьмикоординованого бiсмуту. Вiдомо, що домiшка
Pr3+ може спричиняти видиму люмiнесценцiю в чотирьох спектральних дiапазонах, якi
в основному лежать у межах 450–500 нм, 520–550, 610–670 та 700–750 нм, за рахунок пе-
реходiв електронiв iз збуджених рiвнiв 1D2, 3P0, й 3P1 на штаркiвськi пiдрiвнi, нижчих за
енергiєю мультиплетiв3FJ й3HJ . Останнiми роками значну увагу надають дослiдженню чер-

Таблиця 2. Координати атомiв та Uiso/Ueq у структурi KBi(WO4)2

Атом Позицiя x y z Uiso/Ueq

W1 8f 0,30570(1) 0,49973(1) 0,26631(2) 0,00265(3)
Bi1 4e 1/2 0,22666(2) 1/4 0,00822(4)
K1 4e 1/2 0,20305(16) −1/4 0,0154(3
O1 8f 0,3122(3) 0,5693(3) 0,0605(4) 0,0072(5)
O2 8f 0,5232(3) 0,3926(3) 0,4744(4) 0,0048(5)
O3 8f 0,2276(3) 0,3429(3) 0,1355(5) 0,0101(6)
O4 8f 0,1309(3) 0,5793(3) 0,1861(5) 0,0103(6)
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Рис. 2. Спектри фотолюмiнесценцiї KBi(WO4)2:Pr3+λзб = 450 нм у дiапазонi 550–750 нм та вмiстi домiшки,
%: 1 — 0,2; 2 — 2; 3 — 4%

воної люмiнесценцiї (область свiчення ∼ 600–650 нм, випромiнювальний перехiд 1D2 → 3H4)
iонiв Pr+3 у матрицях класичних шеєлiтоподiбних молiбдатах та вольфраматах KLa1−x

Prx(MO4)2 [11, 12].
Одне iз завдань нашої роботи полягало в розробцi ефективних червоних люмiнофорiв

на основi подвiйних вольфраматiв бiсмуту та з’ясування концентрацiйних критерiїв, що дає
змогу керувати їх люмiнесцентними характеристиками.

Для зразка з найменшим вмiстом активатора (0,2%) у спектрi збудження люмiнесценцiї
найiнтенсивнiша смуга вiдповiдає 449 нм. Тому спектри люмiнесценцiї для всiх зразкiв були
записанi при λзб = 450 нм у дiапазонi вiд 550 до 750 нм. У вибранiй областi найiнтенсивнi-
шою є смуга в областi 590–640 нм, яку можна пов’язати з переходом 3P0−3H5. Максималь-
на iнтегральна iнтенсивнiсть спостерiгається у випадку мiнiмального вмiсту активатора,
причому чiтко видiляються три компоненти спектра при 600, 603 й 618 нм (рис. 2). При
зростаннi вмiсту Pr3+ iнтегральна iнтенсивнiсть спадає, а сама смуга ускладнюється та
уширюється. Складнiсть червоної смуги та виразне змiщення її центру вiд 610 до 618 нм
у результатi збiльшення кiлькостi домiшкового празеодиму (0,2–4% за молем) у матрицi
KBi(WO4)2 можна пояснити конкуренцiєю iмовiрностей переходiв 1D2−3H4 (пiку з макси-
мумом на 610 нм) та близького до нього за енергiями переходу 3P0−3H5, якi по-рiзному
збуджуються в матрицях за рахунок переносу заряду.

Для концентрацiйної серiї встановлено, що при зростаннi кiлькостi домiшкового празе-
одиму в матрицi вiдбувається зниження iнтегральної iнтенсивностi смуги при 590–640 нм
при вмiстi празеодиму 0,2, 2 та 4% щодо спiввiдношення 1,4 : 1,2 : 1.

Таким чином, нами встановлено областi кристалiзацiї подвiйного вольфрамату калiю —
бiсмуту в умовах кристалiзацiї з високотемпературних розчинiв — розплавiв та схарактери-
зовано його кристалiчний каркас. Проведено легування даної матрицi Pr3+ та дослiджено
фотолюмiнесценцiю для рiзних ступенiв замiщення при кiмнатнiй температурi. Показано
перспективнiсть KBi(WO4)2 з 0,2% за молем Pr3+ як червоного люмiнофору.
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Синтез, структура и красная люминесценция KBi(WO4)2 : Pr3+

Кристаллы нового двойного вольфрамата KBi(WO4)2 получены методом кристаллизации
из растворов в расплаве системы K−Bi−W−O. Соединение принадлежит к моноклинной
сингонии, пр. гр. C2/c с параметрами элементарной ячейки a = 1,08512(7), b = 1,05782(5),
c = 0,76147(2) нм, β = 130,746(4)◦, Z = 4 и обладает каркасным строением по типу шее-
лита. Анализ спектров фотолюминесценции данной матрицы, легированной празеодимом
(III), показывает самую большою интегральную интенсивность красной люминесценции
для образцов с минимальным мольным содержанием активатора 0,2% мол.

K.V. Terebilenko, M. Yu. Miroshnichenko, V. N. Baumer, R.P. Lynnyk,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine N. S. Slobodyanik

Synthesis, Structure, and Red Luminescence of KBi(WO4)2 : Pr3+

Crystals of a new complex tungstate KBi(WO4)2 have been grown by the high temperature crystalli-
zation method from K−Bi−W−O system. Titled compound crystallizes in the monoclinic space
group C2/c with the cell parameters a = 1.08512(7), b = 1.05782(5), c = 0.76147(2) nm, β =
= 130.746(4)◦, Z = 4 and has a three-dimensional framework structure of the scheelite-type.
Analysis of photoluminescence spectra for the red region for a matrix doped with Pr (III) has
shown the highest relative integral luminescence intensity for a sample with the smallest amount
of the activator (0.2 mol.%).
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Амфiфiльнi дiестери пiромелiтової кислоти
з фрагментами холестеролу для солюбiлiзацiї

лiпофiльних речовин

(Представлено членом-кореспондентом НАН України Ю.Ю. Керчею)

Послiдовною взаємодiєю пiромелiтового дiангiдриду з моноалкiловими етерами полiети-
ленглiколiв з рiзною довжиною ланцюгiв та холестеролу синтезовано новi амфiфiль-
нi поверхнево-активнi речовини — дiестери пiромелiтової кислоти (ДЕПК). Молекули
ДЕПК мiстять лiпофiльнi фрагменти холестеролу i гiдрофiльнi полiоксiетиленовi лан-
цюги рiзної довжини та утворюють мiцели i мiцелярнi агрегати у водних середовищах.
Показано, що мiцели i мiцелярнi агрегати ДЕПК у водних розчинах солюбiлiзують лi-
пофiльнi речовини (куркумiн) та можуть пiдвищувати їх розчиннiсть у водних середо-
вищах, що робить їх перспективними для створення нових систем для доставки лiкiв.

Актуальною проблемою сьогодення є створення наноносiїв (наноконтейнерiв) на основi мi-
цел та мiцелярних агрегатiв для доставки гiдрофобних протипухлинних препаратiв та iн-
ших терапевтичних засобiв у патологiчнi клiтини [1]. Це зумовлює розвиток дослiджень
нанотерапевтичного транспорту лiкiв з використанням агрегатiв поверхнево-активної ре-
човини (ПАР) — мiцел, везикул, лiпосом, якi здатнi капсулювати гiдрофобнi протипух-
линнi препарати (куркумiн, паклiтаксель тощо), що дає змогу збiльшити їх розчиннiсть
у водi [2, 3]. Серед них особливо цiкавими є ПАР, якi мiстять у структурi молекул лi-
пофiльнi фрагменти холестеролу та гiдрофiльнi ланцюги полiетиленглiколю (ПЕГ) рiзної
молекулярної маси. Як вiдомо, вони здатнi капсулювати куркумiн, що також дає змогу
збiльшити його розчиннiсть, бiодоступнiсть та цитотоксичнiсть вiдносно патологiчних клi-
тин [4, 5].

Вiдначимо, що холестерол є важливою складовою клiтинних мембран та мiститься прак-
тично в усiх тканинах органiзму людини. Основна його кiлькiсть утворюється в органiзмi
в результатi бiосинтезу. Очевидно, для створення бiосумiсних нетоксичних ПАР доцiльно
використовувати холестерол як лiпофiльну складову. Такi ПАР є цiкавими для доставки
лiкарських препаратiв у клiтини. Застосування дiангiдриду пiромелiтової кислоти для по-
єднання в молекулi ПАР лiпофiльного фрагмента — холестеролу та гiдрофiльних ланцюгiв
ПЕГ у науковiй лiтературi не описано.

Метою даної роботи був синтез нових олiгомерних амфiфiльних ПАР: дiестерiв пiромелi-
тової кислоти (ДЕПК) — холестерил(метилполiоксiетил)пiромелiтатiв, молекули яких мiс-
тять лiпофiльний фрагмент холестеролу i гiдрофiльний метилполiоксiетильний фрагмент iз
заданою довжиною ланцюга, а також використання їх мiцел i мiцелярних агрегатiв у водних
середовищах для пiдвищення колоїдної розчинностi олеофiльних сполук.
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Для регулювання гiдрофiльно-лiпофiльних властивостей даного типу ПАР доцiльно ви-
користовувати ПЕГ рiзної молекулярної маси. Вiдомо, що ланцюги ПЕГ, якi утворюють
гiдрофiльну оболонку мiцелярних структур, забезпечують стеричний i гiдродинамiчний
бар’єр, що запобiгає адсорбцiї протеїнiв плазми кровi. В результатi цього забезпечується
стабiльна i пролонгована циркуляцiя мiцелярної структури ПАР у кровi. Гiдрофобними
речовинами слугують фрагменти холестеролу, якi забезпечують нетоксичнiсть та бiосумi-
снiсть ПАР й носiїв на їх основi.

Синтез нових олiгомерних ПАР: дiестерiв пiромелiтової кислоти — холестерил(метил-
полiоксiетил)пiромелiтатiв здiйснювали послiдовною взаємодiєю пiромелiтового дiангiдри-
ду з моноалкiловими етерами полiетиленглiколiв з рiзною довжиною ланцюгiв та холесте-
ролу за такою реакцiєю:

Перевагою запропонованого методу є можливiсть: 1) регулювання гiдрофiльно-лiпо-
фiльного балансу ПАР i вiдповiдно поверхнево-активних властивостей через контрольоване
спiввiдношення молекулярної маси гiдрофiльних i лiпофiльних фрагментiв ПАР; 2) утво-
рення ПАР, якi мають бiосумiснi та деградабельнi властивостi через наявнiсть фрагментiв
холестеролу та естерних зв’язкiв у макромолекулi.

Експериментальна частина. Матерiали. Пiромелiтовий дiангiдрид (ПМДА)
(“Aldrich”). Монометиловi етери полiетилеглiколiв з ММ 350 (МПЕГ350), ММ 550
(МПЕГ550), ММ 750 (МПЕГ750), вмiст основної речовини >98% (“Aldrich”), осушували вiд-
гонкою азеотропної сумiшi води з бензолом при 393 K. Триетиламiн (ТЕА) (“Aldrich”) очи-
щали вакуумною перегонкою. Холестерол (Хол) (“Aldrich”) осушували методом азеотропної
вiдгонки води з бензолом. Диметилформамiд (ДМФА) (“Aldrich”) очищали висушуванням
над KOH впродовж 24 год, потiм над СаО 48 год з подальшою вакуумною перегонкою.
Куркумiн (“Overseal Natural Ingradients Ltd”) використовували без очищення.

Синтез ДЕПК — холестерил(метилполiоксiетил)пiромелiтату (МПЕГ-ПМДА-Хол)
здiйснювали послiдовною взаємодiєю ПМДА з МПЕГ та Хол у ДМФА в присутностi ката-
лiзатора ТЕА (0,02 моль/л) при 353 K. На першiй стадiї проводили взаємодiю ПМДА та
МПЕГ при концентрацiї реагентiв 2,0 моль/л та їх мольному спiввiдношеннi 1 : 1 до конвер-
сiї 80–99%. Потiм у реакцiйну сумiш вносили Хол в еквiмолярному вiдношеннi до ПМДА та
проводили взаємодiю до конверсiї 97–99%. Конверсiю реагентiв контролювали за вмiстом
карбоксильних груп у продуктi реакцiї, який визначали pH-метричним титруванням проб
реакцiйної сумiшi. Пiсля утворення продуктiв реакцiї з реакцiйної сумiшi вiдганяли розчин-
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ник ДМФА при пониженому тиску i проводили очищення МПЕГ-ПМДА-Хол для видалення
побiчних продуктiв (дихолестерилпiромелiтату i ди(метилполiоксiетил)пiромелiтату):

Очищення МПЕГ-ПМДА-Хол. З реакцiйної сумiшi вiдганяли розчинник ДМФА, розчи-
няли в ацетонi та вiдфiльтровували нерозчинний в ацетонi дихолестерилпiрометiтат, пiсля
чого двiчi переосаджували МПЕГ-ПМДА-Хол з ацетону в гексан для видалення залишкiв
холестеролу. Осад висушували, розчиняли у водному розчинi соди з pH 8 i висаджували
додаванням 5% розчину НCl i добавленням NaCl у кiлькостi 10–15% загальної маси. Отри-
маний МПЕГ-ПМДА-Хол висушували при 328 К. Вихiд 50–60%.

Солюбiлiзацiю гексану i бензолу визначали за кiлькiстю колоїдно розчиненого (солюбi-
лiзованого) вуглеводню з використанням залежностi експериментально визначеного показ-
ника заломлення вiд концентрацiї вуглеводню [6]. Солюбiлiзацiю здiйснювали у фосфат-
ному буферi (pH 6,58), в якому попередньо розчиняли ДЕПК та вносили чотириразовий
(у мольному вiдношеннi до ДЕПК) надлишок вуглеводнiв. Сумiш перемiшували при 293 К
впродовж 6 год. Через 2 доби шприцом з голкою обережно вiдбирали водний шар з солюбi-
лiзованим вуглеводнем, наносили 1–2 краплi на призму рефрактометра RL3 та вимiрювали
показник заломлення при 293 К.

Солюбiлiзацiю куркумiну визначали за залежнiстю iнтенсивностi поглинання водних
розчинiв ПАР МПЕГ-ПМДА-Хол з солюбiлiзованим куркумiном у фосфатному буферi
(pH 6,8) при λ 470 нм вiд концентрацiї ПАР на спектрофотометрi “ЮНИКО 1201”.

IЧ-спектри з перетворенням Фур’є (далi IЧ) амфiфiльних ДЕПК знiмали в тонкому
шарi, нанесеному з бензольного розчину на таблетку калiй бромiду за допомогою приладу
“Thermo Scientific Nicolet Fourier Transform Infrared Spectrometer” у дiапазонi 400–4000 см−1

з компенсацiєю атмосферного СО2 й Н2О.
ПМР спектри отримували у дейтерохлороформi на ЯМР спектрометрi “JEOL’s ECA

Series Nuclear Magnetic Resonance (NMR)” при частотi 400 МГц при 298 К. ПМР-спектри —
з градiєнтом по осi Z при 298 K. Розчинник мiстив внутрiшнiй стандарт. Концентрацiя
ДЕПК — 1,0 %.

Мас-спектри знiмали на високороздiльному мас-спектрометрi “Bruker Daltonics BioTOF”
у режимi реєстрацiї позитивно заряджених iонiв, отриманих методом електроспрей-iонiзацiї
в присутностi iонiв натрiю. 5–10 мг зразка естерiв розчиняли в 2 мл метанолу та додавали
1–2 краплi 5% розчину трифторацетату натрiю в метанолi. Отриманий розчин вводили
в камеру для електроспрей-iонiзацiї зi швидкiстю 240 мкл/год. Сигнал нагромаджували
(5000 сканувань) в дiапазонi m/z вiд 70 до 3000.

ККМ МПЕГ-ПМДА-Хол у водному середовищi визначали за iзотермою поверхневого
натягу, отриманою за допомогою тензiометра Дю-Нуї [7].

Результати та їх обговорення. Новi амфiфiльнi ПАР: ДЕПК — холестерил(метил-
полiоксiетил)пiромелiтати отримували послiдовною взаємодiєю ПМДА з монометиловими
етерами полiетиленглiколiв i Хол.
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Рис. 1. IЧ-спектр ДЕПК МПЕГ550-ПМДА-Хол

Будову МПЕГ-ПМДА-Хол пiдтверджували методами IЧ й ПМР спектроскопiї та мас-
спектрометрiї. На рис. 1 наведено типовий IЧ-спектр ДЕПК, що синтезовано з викорис-
танням МПЕГ550.

На IЧ-спектрi зразка МПЕГ550-ПМДА-Хол (див. рис. 1) спостерiгаються смуги погли-
нання при 1726 см−1, якi вiдповiдають валентним коливанням C=O в естерi, а також
iнтенсивна смуга при 1252 см−1, що вiдповiдає валентним коливанням OCO−C зв’язкiв,
пiдтверджує присутнiсть естерних груп у МПЕГ550-ПМДА-Хол. Поглинання при 2931–
2870 см−1, що характернi для валентних коливань СН3, свiдчать про присутнiсть у молеку-
лах ДЕПК замiсника холестерилу. Наявнiсть широкої смуги поглинання при 3300–3500 см−1

вказує на присутнiсть карбоксильних груп бiля ароматичного циклу в усiх зразках дiесте-
рiв. Присутнiсть ланцюгiв полiоксiетилену пiдтверджується наявнiстю iнтенсивної смуги
при 1107 см−1, яка характерна для етерних груп (C−O−C) [8]. Смуги при 1468 см−1 (ва-
лентнi площиннi C=C коливання) та при 841 см−1 (позаплощинна C−H, яка характерна
для 2,4,5,6-замiщених ароматичних ядер) свiдчать про присутнiсть ароматичних циклiв.
Слабоiнтенсивна смуга при 1354 см−1 може бути вiднесена до деформацiйного коливання
СН2 i вказує на присутнiсть холестерилу.

Будову i склад МПЕГ550-ПМДА-Хол пiдтверджує й ПМР спектроскопiя.
У ПМР-спектрi МПЕГ550-ПМДА-Хол (рис. 2) спостерiгаються сигнали протонiв ме-

тильних груп алкiльного замiсника холестерилу в ДЕПК (протони K, L, M) зi змiщенням
0,85–1,0 м. ч. та протонiв метиленових груп цього самого замiсника та у циклiчних фраг-
ментах холестерилу (N, Y, J) iз змiщенням у дiапазонi вiд 1,0 до 2,0 м. ч., а також сигнали
протонiв С й В iз змiщенням 4,86 i 5,4 м. ч. вiдповiдно. Група сигналiв iз змiщенням вiд 3,5
до 4,5 м. ч. вiдповiдає сигналам протонiв метильної та метиленових груп у ланцюгу МПЕГ
(протони G, F, E й F). Сигнали iз зсувом 8 м. ч. вiдповiдають протонам ароматичного
фрагмента залишку пiромелiтової кислоти. Вiдношення суми iнтегралiв сигналiв протонiв
у полiоксiетиленовому замiснику (IН МПЕГ) до сигналiв протонiв у замiснику холестерилi
(IНХол) дорiвнює: (IН МПЕГ : 47)/(IН Хол : 43) ≈ (51 : 47)/(51,3 : 43) ≈ 0,91, де 47 — кiль-
кiсть протонiв у метиленових групах замiсника МПЕГ550, а 43 — у холестерилi. Структура
МПЕГ550-ПМДА-Хол схарактеризована також i мас-спектрами (рис. 3).
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Рис. 2. ПМР спектр зразка МПЕГ550-ПМДА-Хол

Рис. 3. Мас-спектр МПЕГ550-ПМДА-Хол, отриманий в режимi визначення позитивно заряджених iонiв
у присутностi трифторацетату натрiю

У мас-спектрi зразка присутнi сигнали, якi вiдповiдають одно- й двозарядженим адук-
там цiльового продукту з катiоном (катiонами) натрiю i, в сукупностi з IЧ й ПМР спектро-
скопiєю, пiдтверджують структуру отриманого продукту.

Синтезованi олiгомери МПЕГ550-ПМДА-Хол є амфiфiльними речовинами i розчиняють-
ся як у полярних розчинниках (водному середовищi), так i в малополярних органiчних роз-
чинниках — бензолi, дiоксанi, тетрагiдрофуранi, хлороформi, тетрахлорометанi. Така амфi-
фiльнiсть зумовлена наявнiстю в структурi лiпофiльного фрагмента холестерилу i ланцюгiв
гiдрофiльних залишкiв МПЕГ та їх сольватацiєю вiдповiдними спорiдненими за природою
розчинниками.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 127



Рис. 4. Солюбiлiзацiя i вивiльнення куркумiну: а — залежнiсть солюбiлiзацiї куркумiну вiд концентрацiї
ПАР у водному розчинi (pH 6,5): МПЕГ550-ПМДА-Хол (1 ); ДДС (2 ); б — кiнетика переходу куркумiну
з водного колоїдного розчину МПЕГ550-ПМДА-Хол в олеофазу 1-октанолу

У водних розчинах ДЕПК — МПЕГ550-ПМДА-Хол знижують поверхневий натяг на
20 мН/м. ККМ МПЕГ550-ПМДА-Хол при pH 6,5 визначено за iзотермою поверхневого на-
тягу i становить 1,7 ммоль/л.

Присутнiсть двох карбоксильних груп у фрагментi — залишку пiромелiтової кисло-
ти дає змогу регулювати поверхневу активнiсть ДЕПК величиною pH водного сере-
довища.

Здатнiсть амфiфiльних ДЕПК — МПЕГ550-ПМДА-Хол утворювати мiцели дозволяє со-
любiлiзувати лiпофiльнi водонерозчиннi речовини у водних середовищах. Солюбiлiзацiй-
на здатнiсть розчинiв МПЕГ550-ПМДА-Хол при pH 6,5 i концентрацiях, бiльших за ККМ
у розрахунку моль солюбiлiзату/моль ПАР зростає до певної межi, у випадку бензолу 8,15,
а гексану 7,11 моль/моль. Це може свiдчити про iмобiлiзацiю солюбiлiзату в лiпофiльних
“ядрах” мiцел, якi утворюються фрагментами холестеролу.

Особливо важливою є здатнiсть мiцел МПЕГ550-ПМДА-Хол солюбiлiзувати у водних
розчинах протираковий препарат куркумiн. Вмiст куркумiну, солюбiлiзованого у розчинах
МПЕГ550-ПМДА-Хол, зростає симбатно концентрацiї амфiфiльного ПАР (рис. 4, а). Видно,
що солюбiлiзацiя куркумiну в розчинi ДЕПК iстотно бiльша (див. а на рис. 4, крива 1 ),
нiж у розчинi додецилсульфату натрiю (ДДС) (крива 2 ).

Актуальним було вивчення переходу солюбiлiзованого у мiцелах МПЕГ550-ПМДА-Хол
куркумiну з водного розчину з фiзiологiчним pH 6,5 в олеофазу нашарованого 1-октанолу.
Вiдомо, що лiпiдну розчиннiсть найчастiше визначають у 1-октанолi, який добре iмiтує шар
фосфолiпiдiв, що складають клiтинну стiнку. Перехiд куркумiну з водної фази в 1-октанол,
в якому вiн добре розчинний, визначали колориметрично за калiбрувальною кривою (див. б
на рис. 4). Видно, що практично 90% куркумiну поступово переходить в олеофазу 1-окта-
нолу з водного мiцелярного розчину ПАР впродовж 48 год.

Таким чином, вперше було синтезовано амфiфiльнi ПАР: ДЕПК — МПЕГ-ПМДА-Хол,
якi мiстять в своїй структурi лiпофiльний фрагмент — залишок холестеролу та гiд-
рофiльний фрагмент — залишок метилполiоксiетиленглiколю. Пiдтверджено структуру
синтезованих ДЕПК з допомогою мас-спектрометрiї, ЯМР й IЧ спектроскопiї. Показа-
но, что у водi макромолекули МПЕГ-ПМДА-Хол утворюють прямi мiцели. Визначено
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критичну концентрацiю мiцелоутворення у водному середовищi при pH 6,5. Мiцеляр-
нi структури ДЕПК можуть слугувати наноконтейнерами лiпофiльних речовин у вод-
них середовищах, що робить їх перспективними для створення нових систем транспор-
ту лiкiв. Показано можливiсть вивiльнення куркумiну з водного колоїдного розчину
МПЕГ-ПМДА-Хол у шар олеофази 1-октанолу, що iмiтує шар фосфолiпiдiв клiтинної
стiнки.
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Амфифильные диэфиры пиромеллитовой кислоты
с фрагментами холестерина для солюбилизации липофильных
соединений

Последовательным взаимодействием пиромеллитового диангидрида с моноалкиловыми эфи-
рами полиэтиленгликолей с заданными разной длины цепями и холестерином было синте-
зировано новые амфифильные ПАВ — диэфиры пиромеллитовой кислоты (ДЭПК). Молеку-
лы ДЭПК содержат липофильные фрагменты холестерина и гидрофильные полиоксиэти-
леновые цепи разной длины и образуют мицеллы в водных средах. Показано, что мицеллы
ДЭПК в водных растворах солюбилизируют липофильные соединения (куркумин) и могут
повышать их растворимость в водных средах, что делает их перспективными при созда-
нии новых систем для доставки лекарств.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 129



O. I. Khomenko, O.G. Budishevska, A. S. Voronov, S.M. Varvarenko,
O.O. Kudina, I. T. Tarnavchyk, S.A. Voronov

Amphiphilic diesters of pyromellitic acid with cholesterol fragments for
solubilization of lipophilic substances

By consistent interactions between pyromellitic dianhydride (PMDA) and polyethylene glycol mono-
alkyl ethers with different chain lengths and cholesterol, new amphiphilic surfactants — diesters
of pyromellitic acid (DEPA) — are synthesized. DEPA molecules contain lipophilic cholesterol
fragments and hydrophilic polyoxyethylene chains with different lengths and form micelles and
micellar aggregates in aqueous environments. It is shown that the DEPA micelles and micellar
aggregates in aqueous solutions solubilize lipophilic substances (curcumin) and are able to increase
the solubility of lipophilic substances in aqueous environments, making them promising for the
creation of new systems for drug delivery.
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Высокоэффективные наноразмерные каталитические
системы Pd/C/Al2O3 в реакциях кросс-сочетания

в водной среде

Разработана наноразмерная палладиевая каталитическая система со структурой
“ядро(Al2O3)–углеродная оболочка–палладий” для реакций кросс-сочетания. Синтезиро-
ванные палладиевые катализаторы проявляют высокую каталитическую активность
в реакциях Сузуки, Хека, Соногаширы (выход 91–98%) и позволяют проводить реакции
в воде — экологически безопасном растворителе, легко регенерируются и не теряют
своей активности при многократном использовании.

Комплексы палладия являются эффективными катализаторами реакций образования свя-
зи углерод-углерод. Наиболее известные из них это реакции Кумады, Негиши, Сузуки,
Хека и Соногаширы, которые включают взаимодействие металлоорганических соедине-
ний, олефинов и терминальных ацетиленов с органическими галогенидами [1, 2]. Реакции
кросс-сочетания широко используются в современном органическом синтезе в качестве эф-
фективных методов получения полифункциональных биарилов, арилированных олефинов
и ацетиленов, а также их гетероциклических аналогов. Соединения этого типа являются
структурными элементами современных лекарственных субстанций, входят в состав жид-
кокристаллических композиций, используются для разработки новых материалов. О важ-
ности работ в этой области свидетельствует присуждение Нобелевской премии по химии
2010 г. профессорам Негиши, Сузуки и Хеку, выполнивших пионерские исследования реак-
ций кросс-сочетания [3]. Ключевым параметром, определяющим эффективность реакций
кросс-сочетания, является природа лиганда в комплексе палладия, используемого в качест-
ве катализатора. Традиционно применяемые фосфиновые лиганды вследствие токсичности,
легкой окисляемости, а также высокой стоимости, малопригодны для масштабного приме-
нения в процессах тонкого органического синтеза. Поэтому вполне объяснима тенденция
последних 10 лет по разработке альтернативных катализаторов, не содержащих фосфино-
вых лигандов. В качестве таких лигандов предложено использовать гетероциклические кар-
бены, оксазолины, пиридины, гидразоны, пиразолы, фенантролины, гуанидины, хинолины,
карбазоны, тетразолы, аминокислоты, амины [4], тиолы [5], дендримеры [6]. Однако далеко
не все из этих соединений легкодоступны, очень часто приемлемая каталитическая актив-
ность достигается только в присутствии большого количества катализатора (>1 мол. %
Pd). Более того, для проведения каталитических реакций обычно используют токсичные
и пожароопасные органические растворители: бензол, толуол, диоксан, 1,2-диметоксиэтан
и тетрагидрофуран. Идеальным с точки зрения экологии при разработке технологий реак-
ций кросс-сочетания было бы использование в качестве среды для проведения реакции
воды — самого экологичного из всех известных растворителей, при катализе многоразо-
выми гетерогенными катализаторами (“зеленая химия”) [7]. Именно поэтому все большее
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внимание уделяется разработке гетерогенных каталитических процессов в водных средах,
поскольку они, в отличие от рассмотренных выше гомогенных катализаторов, легко отде-
ляются от продуктов реакций и могут быть использованы многократно. Гетерогенный ка-
тализ оказывает огромное влияние на мировую экономику, так как более 90% химических
процессов проходят с использованием катализаторов [8]. Одной из областей катализа, кото-
рая развивается быстрыми темпами, является нанокатализ. Поразительные новые катали-
тические свойства, включая значительное усиление каталитической активности и селектив-
ности, были получены c использованием наночастиц по сравнению с их объемными анало-
гами [9]. При разработке каталитической системы, наряду с размером частиц, важными
параметрами являются также природа носителя, его геометрия, физико-химическое окру-
жение каталитического центра, что и определяет активность, селективность и стабильность
работы катализатора.

Целью данной работы является разработка наноразмерной гетерогенной каталитической
наносистемы со структурой “ядро–углеродная оболочка–палладий” на основе наночастиц
пирогенного оксида алюминия c углеродным покрытием и последующим образованием на
их поверхности наночастиц нуль-валентного палладия для проведения реакций кросс-со-
четания.

Экспериментальная часть. Непористый пирогенный оксид алюминия (SBET(N2) =
= 155 м2/г), с средним размером частиц 5–8 нм, синтезированный высокотемпературным
гидролизом хлорида алюминия использован в качестве ядра алюмоуглеродного носителя.
Адсорбцию 4,4-метилендифенилдиизоцианата (МДИ) проводили з использованием 0,04 M
раствора МДИ в ксилоле. Оксид алюминия с нанесенным МДИ помещали в кварцевую
кювету и вакуумировали на потяжении 10 ч, увеличивая температуру до 700 ◦С и выдер-
живали при давлении 1·10−2 Па на протяжении 2 ч для завершения пиролиза хемосорбиро-
ванного арилзоцианата. Путем повторения цикла “модифицирование–пиролиз“ был также
приготовлен образец с большим содержанием углерода. Вышеописанная процедура позво-
лила приготовить образцы с содержанием углерода 7,6 и 14,5 вес. %, обозначенных далее
как С(7,6)/Al2O3 и С(14,5)/Al2O3 соответственно.

Нанесение палладия проводили по следующей методике: 100 мг С(7,6)/Al2O3 или
С(14,5)/Al2O3 диспергировали в 2 мл хлороформа в течение 10 мин на ультразвуковой
бане. К смеси прибавили раствор 5,4 мг комплекса бис(дибензилиденацетона) палладия (0)
Pd(dba)2 (dba = дибензилиденацетон) в 2 мл хлороформа и полученную смесь переме-
шивали 3–5 мин при нагревании до 60 ◦С. В течение этого времени винно-красная окра-
ска комплекса перешла в светло-желтую окраску лиганда. Синтезированный образец отде-
лили от маточника центрифугированием и декантацией, промыли хлороформом (2·3 мл)
и высушили на воздухе при 80 ◦С в течение 1 ч. По данным элементного анализа содер-
жание палладия в образцах составляет 1 вес. % (0,1 ммоль/г). Образцы обозначены как
Pd/С(7,6)/Al2O3 и Pd/С(14,5)/Al2O3.

ИК спектры синтезированных образцов регистрировали в режиме отражения в интер-
вале 400–4000 см−1 с использованием ИК спектрометра с Фурье преобразованием Nexus
Nikolet (Thermo Scientific). Термические исследования (TG/DTG-DTA) проводили на тер-
мовесах STA-1500 H. Удельную поверхность определяли методом низкотемпературной ад-
сорбции азота с использованием прибора Quantachrome Autosorb-6B. Рентгеноструктурный
анализ (РСА) исследовали в области 5–80◦2θ на дифрактометре ДРОН 3 М с использова-
нием источника излучения Cu Kα (λ = 1,54178 Å). Рентгеновские фотоэлектронные спе-
ктры записаны на фотоэлектронном спектрометре “SERIES 800 XPS” Kratos. Микрофото-
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графии просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ) были получены с использова-
нием электронного микроскопа JEM100CX-II.

Результаты и обсуждение. Экспериментальные данные показывают, что МДИ яв-
ляется перспективным прекурсором для получения углеродного покрытия на оксидной по-
верхности. После контакта исходного оксида алюминия с раствором МДИ образец мгновен-
но окрасился в желтый цвет и не изменился после промывки его чистым о-ксилолом, что
является косвенным доказательством его необратимой адсорбции на поверхности. С це-
лью изучения взаимодействия МДИ с поверхностью пирогенного оксида алюминия был
использован метод инфракрасной спектроскопии. ИК спектр чистого МДИ характеризуе-
тся наличием интенсивной полосы поглощения при 2268 см−1, которая принадлежит к ко-
лебаниям изоционатной (NCO) группы. После взаимодействия МДИ, как с поверхностью
исходного пирогенного Al2O3, так и с образцом С(7,6)/Al2O3, полоса поглощения, прина-
длежащая изоцианатной группе, не наблюдается, но появляются новые полосы поглощения
при 1670 см−1 и 1545 см−1, которые указывают на формирование (NH–CO) связей и относя-
тся к колебаниям Амида I и Амида II соответственно [10]. Кроме того, наблюдается полоса
поглощения при 1319 см−1, относящаяся к колебаниям (N−H) + (C−N) связей [11]. Таким
образом, из ИК-спектральных исследований следует, что на поверхности образцов проис-
ходит формирование привитых метилендифенилдиизоцианатных комплексов.

С целью определения количества адсорбированного МДИ и углерода в синтезированных
образцах, который образовался в результате его пиролиза, был использован термический
метод исследования TГ/ДTГ-ДTA. Результаты исследований показывают, что количество
привитого МДИ на исходной поверхности пирогенного оксида алюминия составляет 19,2
вес. %. Содержание углерода в таком образце после пиролиза составляет 7,6 вес. %, что
соответствует выходу по углероду 55%. Величина адсорбции МДI на образце С (7,6)/Al2O3

после проведения второго цикла “модифицирование–пиролиз” оказалась немного меньше,
чем на исходном оксиде алюминии и составила 12,8 вес. %, однако, выход по углероду пос-
ле пиролиза значительно выше (75 вес. %). Следует отметить, что происходит мгновенное
обесцвечивание раствора МДИ и после контакта с образцом С(7,6)/Al2O3. Такая высокая
степень адсорбции МДИ и высокий выход углерода показывают, что на поверхности окси-
да алюминия с углеродным покрытием существуют достаточно сильные центры, которые
взаимодействуют с группами N=C=O.

Рентгеноструктурный анализ синтезированных образцов показал, что уже после первого
цикла “модифицирование–пиролиз“ на поверхности пирогенного оксида алюминия форми-
руется аморфное углеродное покрытие, второй цикл приводит к наращиванию аморфного
углеродного слоя на поверхности Al2O3. После нанесения палладиевого комплекса Pd(dba)2
на поверхность С(7,6)/Al2O3 и С(14,5)/Al2O3 образцов наблюдается некоторое расширение
рефлексов в области 2θ = 40 ÷ 70◦, что может быть следствием формирования кластеров
палладия на поверхности, однако из-за наложения пиков, относящихся к оксиду алюминия,
это определить трудно. Следует отметить, что рефлексов, свидетельстующих об образова-
нии оксида палладия на поверхности образцов, не обнаружено.

Исследования методом низкотемпературной адсорбции азота исходного пирогенного ок-
сида алюминия и оксида алюминия с углеродным покрытием показали, что форма изотерм
адсорбции азота для образцов С(7,6)/Al2O3 и С(14,5)/Al2O3 подобны и являются типич-
ными для непористых материалов. Это означает, что структурные характеристики пиро-
генного оксида алюминия не изменилась после нанесения углеродного покрытия. Величина
удельной поверхности для исследуемых образцов также одинакова и составляет 155 м2/г.

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 133



Рис. 1. ПЭМ микрофотографии образца Pd/С (14.5)/Al2O3)

Химический анализ показал, что образцы С(7,6)/Al2O3 и С(14,5)/Al2O3 содержат 1,4
и 2,3 вес. % азота соответственно.

На рис. 1 а, б представлены ПЭМ микрофотографии палладиевого катализатора
Pd/С(14,5)/Al2O3, из которых можно видеть, что частицы палладия довольно равномерно
распределены на поверхности синтезированного катализатора со средним размером 0,5–
2,0 нм.

На рис. 2, а представлен РФЭ спектр комплекса Pd(dba)2 в области энергии связи Pd3d
электронов. Можно видеть, что Pd3d линия представлена дублетом линий 3d5/2 та 3d3/2 c
максимумами при 336,8 еВ и 342,1 эВ главного и пика сателита соответственно. Положение
этих линий согласуется с результатами, полученными для Pd (0) комплекса Pd2(dba)3, где
показано значительное влияние лиганда на величину энергии связи Pd (0) [12]. Следует
отметить, что в соответствии с базой РФЭС данных, энергия связи объемного металличес-
кого палладия лежит в области 335,0–335,9 эВ. На рис. 2, б представлен РФЭ спектр для
образца Pd/С(14,5)/Al2O3. В полученных Pd3d линий наблюдается четко выраженная асси-
метричность, свидетельствующая о том, что эти спектры являются комплексными и состоят
из нескольких линий, которые взаимно перекрываются. Мы искусственно реконструировали
экспериментальные РФЭС в области энергии связи Pd3d электронов с помощью трех ин-
дивидуальных линий: 336,5, 338,0, 339,6 эВ для Pd3d5/2 и 341,6, 343,2, 344,8 эВ для Pd3d3/2

линий. Компонента с энергией связи 336,5 эВ, очевидно, может быть отнесена к Pd (0) свя-
занного с π-электронной системой углеродного покрытия. В пользу такого предположения
(рис. 2, в, г) свидетельствует сильное уменьшение интенсивности линии C1s при 284,5 эВ,
которая соответствует sp2 типу химической связи в графите [13]. Напротив, можно видеть,
что интенсивность линии C1s при 284,5 эВ, относящейся к углероду в sp3 состоянии, пос-
ле нанесения паладиевого комплекса, увеличивается. РФЭС исследования также показали,
что атомы азота встраиваются в углеродную структуру в различном химическом состоя-
нии. В спектрах С(7,6)/Al2O3 и С(14,5)/Al2O3 образцов были обнаружены ряд линий N1s
для атомов азота различного типа: пиридинового (398,3 эВ), пирролидонового (399,5 эВ),
пиррольного (400,6 эВ) и “четвертичного“ (401,4 эВ). Для образца С(7,6)/Al2O3 обнару-
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Рис. 2. РФЭ спектры в области энергии связи Pd3d электронов для комплекса Pd(dba)2 (а),
Pd/С(14,5)/Al2O3 (б ) образца и в области энергии связи C1s для образца С(14,5)/Al2O3 (в),
Pd/С(14,5)/Al2O3 (г)

жена также линия при 402 эВ, которая указывает на наличие связи N–Ox. Как известно,
встраивание гетероатома азота в углеродную матрицу усиливает взаимодействие металла
с подложкой, что приводит к изменению его электронной структуры [14]. В работе [15] пока-
зано, что природа взаимодействия палладия с углеродом (а, следовательно, и смещение Eсв)
зависит от состояния поверхности углерода и энергия связи может смещаться в высоко-
энергетическую область до ∼2,1 эВ в случае атомарного распределения палладия на по-
верхности. На основании вышеизложенного, мы полагаем, что линия Pd3d5/2 при 338,0 эВ
относится к Pd (0) связанного с азотсодержащими группами углеродного покрытия.

Каталитическая активность полученных палладиевых катализаторов была испытана
в реакциях Сузуки. Реакции осуществлялись на 0,1 мол. % Pd в воде при температуре ки-
пения в присутствии K2CO3 и каталитических количеств Bu4NBr для водонерастворимых
субстратов. Все реакции осуществлялись за короткий промежуток времени, т. е. активность
разработанных гетерогенных катализаторов превышает активность лучших гомогенных ка-
тализаторов. Дополнительной оптимизации условий реакции не потребовалось. Экспери-
менты выполнялись на воздухе в отсутствие инертной атмосферы, хотя обычно реакции
этого типа проводят в атмосфере аргона или азота. Полученные результаты представлены
в табл. 1.
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Таблица 1. Данные по многократному использованию Pd/С(7,6)/Al2O3 и Pd/С(14,5)/Al2O3 катализаторов
(0,1 мол % Pd) в реакции Сузуки 4–метоксифенил–борной кислоты c 3-бромбензойной кислотой1

Рецикл 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Выход2, %
Pd/С(7.6)/Al2O3 92 95 91 95 94 93 95 97 94 96
Pd/С(14.5)/Al2O3 94 93 93 98 96 97 97 95 98 97

11 ммоль Ar−Br, 1,2 ммоля Ar′B(OH)2, 2,5 ммоля K2CO3, 5 мл воды, 100 ◦C, 15 мин.
2Препаративные выходы (выходы по данным 1H ЯМР спектроскопии ∼ 100%).

Таким образом, разработана наноразмерная каталитическая система “носитель–нанесен-
ный металл” со структурой “ядро–углеродная оболочка–палладий”. Установлено, что палла-
дий на поверхности носителя находится в высокодисперсном состоянии с размером частиц
0,5–2,0 нм. Полученные многоразовые гетерогенные палладиевые нанокатализаторы про-
являют высокую каталитическую активность и могут быть использованы повторно более
10 раз без потери активности. Новые катализаторы позволяют проводить каталитические
реакции в водных средах в отсутствие органических растворителей и инертной атмосферы.
Полученные фундаментальные данные могут быть использованы в качестве основы при
разработке “зеленых” технологий тонкого органического синтеза.

Работа выполнена при поддержке ГФФИ Украины (грант Ф40.3/047) и РФФИ (грант 11-08-
90421-Укр-ф_а).
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Високоефективнi нанорозмiрнi каталiтичнi системи Pd/C/Al2O3

в реакцiях крос-сполучення в водному середовищi

Створена нанорозмiрна паладiєва каталiтична система з структурою “ядро(Al2O3)–вугле-
цева оболонка–паладiй“ для реакцiй крос-сполучення. Синтезованi паладiєвi каталiзатори
проявляють високу каталiтичну активнiсть в реакцiях Сузукi, Хека, Соногашiри (вихiд
91–98%) i дозволяють проводити реакцiї в водi — екологiчно-безпечному розчиннику, легко
регенеруються, не втрачають своєї активностi при багаторазовому використаннi.

L. F. Sharanda, N. А. Bumagin, N. Е. Golantsov, M. V. Livantsov,
Corresponding Member of the NAS of Ukraine V.M. Ogenko,
Academician of the NAS of Ukraine S.V. Volkov

Highly effective nanosized palladium catalytic systems Pd/C/Al2O3

for cross-coupling reactions in water

A nanosized palladium catalytic system with the structure of “core(Al2O3)–carbon shell–palladium”
for cross-coupling reactions is developed. The synthesized palladium catalysts show excellent catalytic
activity in the Suzuki, Heck, Sonogashira reactions (yield is 91–98%), allow carrying out the reac-
tion in water — an environmentally safe solvent, easily regenerate, and do not lose their activity
if reused.
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(Представлено академiком НАН України В.Д. Романенком)

Дослiджено особливостi поглинання Mn2+, Zn2+, Cu2+ i Pb2+ клiтинами Chlorella vul-
garis Beijer. Встановлено, що накопичення iонiв металiв є флуктуацiйним. Видiлено чо-
тири його етапи: захисна самоiзоляцiя клiтин як результат первинної стрес-реакцiї;
активне накопичення (зниження опiрностi i руйнування зовнiшньої мембрани); пригнi-
чення накопичення, пов’язане з утворенням вторинної концентричної мембрани; некон-
трольоване накопичення в результатi руйнування вторинної концентричної мембрани.
Кiнетичнi показники накопичення Mn2+, Zn2+, Cu2+ i Pb2+ свiдчать про те, що про-
цес поглинання iонiв вiдбувається за змiшаним типом iнгiбування та визначається
спорiдненiстю до iонiв мембранних металзв’язуючих бiлкiв, пiсля насичення їх сайтiв
зв’язування процес стає неконтрольованим.

Еволюцiя водоростей вiдбувалася за наявностi в середовищi їх iснування iонiв рiзних мета-
лiв, у тому числi в токсичних концентрацiях. У результатi в них сформувалися механiзми
токсикорезистентностi, що пiдтримують оптимальний їх рiвень у клiтинах. Iони багатьох
металiв у певних концентрацiях є ефективними регуляторами метаболiзму, особливо азотно-
го та лiпiдного, що, з одного боку, є екологiчним фактором регуляцiї стану їх популяцiй, а
з iншого — перспективним у бiотехнологiї аквакультури водоростей [1, 2]. Щодо акумуляцiї
металiв одноклiтинними водоростями, незалежно вiд їх належностi до окремих таксономi-
чних та екологiчних груп, вони можуть накопичувати мiкроелементи в концентрацiях, якi
в тисячi разiв вищi за їх вмiст у водi [3, 4], однак до певної межi, перевищення якої викликає
незворотнi змiни метаболiзму та загибель рослин [5].

Первинним бар’єром проникнення iонiв металiв до клiтин водоростей є клiтинна обо-
лонка та плазмолема, якi здiйснюють їх захоплення шляхом взаємодiї з компонентами та
їх функцiональними групами [6]. Iнтенсивнiсть проникнення iонiв металiв визначають: їх
концентрацiя у зовнiшньому середовищi, взаємодiя з мембранами та спорiдненiсть до них
складових клiтинних мембран i внутрiшньоклiтинних компонентiв [7, 8]. Вважають, що
проникнення iонiв металiв у клiтини здiйснюється як шляхом дифузiї, так i за допомогою
активного транспорту [6]. Крiм того, показано [9], що акумуляцiя важких металiв у гiдро-
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бiонтiв є динамiчним процесом, який розвивається за градiєнтом часу, характеризується
певною iнтенсивнiстю та специфiчнiстю.

У зв’язку з вiдсутнiстю системного уявлення про механiзм накопичення iонiв металiв
клiтинами водоростей метою цього дослiдження було з’ясування кiнетичних параметрiв
проникнення Mn2+, Zn2+, Cu2+ та Pb2+ у клiтини водоростi Chlorellа vulgaris Beijer.

Об’єктом дослiджень була одноклiтинна зелена водорiсть Ch. vulgaris Beijer., культуру
якої вирощували при температурi 20 ± 1 ◦С i освiтленнi 2500 лк в люменостатi в скляних
колбах (250 дм3) на мiнеральному середовищi Фiтцжеральда в модифiкацiї Цендера i Горхе-
ма [10], що мiстило згiдно з прописом крiм iнших катiонiв 0,058 мг/дм3 Mn2+ i 0,023 мг/дм3

Zn2+ i не мiстило Cu2+ та Pb2+. В експериментальних умовах до культури водоростi до-
давали воднi розчини MnSO4, ZnSO4 · 7H2O, CuSO4 · 5H2O, Pb(NO3)2 з розрахунку на iон:
Mn2+ — 0,1, 0,2, 0,5 мг/дм3; Zn2+ — 1,0, 2,0, 5,0 мг/дм3; Cu2+ — 0,001, 0,002, 0,005 мг/дм3;
Pb2+ — 0,1, 0,2, 0,3 мг/дм3. Перiод iнкубацiї культури водоростi з солями металiв стано-
вив 0,083; 0,25; 0,5; 0,75; 1; 3; 6; 12; 24; 48; 72; 168 год. Контрольними були клiтини, якi росли
у поживному середовищi без додавання солей металiв у експериментальних кiлькостях.

Реакцiю проникнення iонiв металiв у клiтини хлорели зупиняли додаванням 2,5 мМ
ЕДТА. Пiсля центрифугування суспензiї водоростей (2 000 об/хв) осад промивали розчином
поживного середовища, в якому культивували водоростi, далi осад спалювали в нiтратнiй
кислотi [1]. Вмiст металiв визначали атомно-абсорбцiйним методом на спектрофотометрi
Selmi С-115 М. Кiлькiсть бiлкiв у клiтинах хлорели визначали за методом Лоурi.

Величини константи Мiхаелiса (KМ) i максимальної швидкостi проникнення iонiв ме-
талiв (Vmax) у клiтини водоростi розраховували графiчним методом подвiйних зворотних
величин у координатах Лайнуiвера–Берка, а енергiю активацiї (Eа) визначали за допомо-
гою графiчного методу Арренiуса [11].

Одержанi експериментальнi данi опрацьованi методами варiацiйної статистики.
У результатi експериментiв виявлено флуктуацiйний характер процесу накопичення до-

слiджуваних iонiв металiв клiтинами Ch. vulgaris Beijer. в концентрацiйно-часовому гра-
дiєнтi.

Iнтенсивнiсть накопичення Mn2+клiтинами водоростi за дiї концентрацiї металу 0,2 та
0,5 мг/дм3 зменшується протягом 30 хв (рис. 1, а), а за дiї концентрацiї iонiв 0,1 мг/дм3 —
спочатку зростає (до 0,25 год), а потiм також зменшується (до 0,75 год). Надалi вiдбувається
активне накопичення iонiв металу (до 24 год) за дiї всiх дослiджених концентрацiй, що мож-
на пояснити порушенням опiрностi клiтинної мембрани, пiсля чого процес пригнiчується (до
48 год). При збiльшеннi тривалостi культивування хлорели з Mn2+ до 72 i 168 год спосте-
рiгається вiдновлення акумулювання iонiв металу за дiї концентрацiй 0,1; 0,5 i 0,2 мг/дм3

вiдповiдно, з подальшим зниженням iнтенсивностi.
Цей процес пiдлягає кiнетичнiй закономiрностi Мiхаелiса–Ментен лише протягом 0,083–

0,5 год i 12–168 год (табл. 1). Так, значення Vmax та KМ накопичення Mn2+ зменшуються
на 22 та 82% вiдповiдно протягом 0,25 год, потiм зростають на 3 та 38% до 0,5 год. Далi Vmax

зростає на 11% з 12 до 24 год, зменшується на 17% до 48 год, знову зростає на 30% до 72 год
i зменшується на 12% до 168 год. KМ зменшується на 4% протягом 12–24 год, зростає на 52%
до 72 год i зменшується на 25% до 168 год. Енергiя активацiї зв’язування Mn2+ зменшується
на 77% до 0,25 год, збiльшується на 36% до 0,5 год, зменшується на 15% з 12 до 24 год,
збiльшується на 44% до 72 год та знову зменшується на 14% до 168 год.

Накопичення Zn2+ клiтинами Ch. vulgaris є активним (див. рис. 1, б ) (за дiї 1,0 мг/дм3 —
до 0,5 год; за дiї 2,0 i 5,0 мг/дм3 — до 0,75 год), що можна пояснити iнтенсивним їх вико-
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Рис. 1. Накопичення Mn2+ (а), Zn2+(б ), Cu2+ (в) i Pb2+ (г) клiтинами Chlorellа vulgaris Beijer.

ристанням у життєдiяльностi водоростi, i змiнюється пригнiченням процесу акумулювання
(за дiї 1,0 i 2,0 мг/дм3 — до 3 год; за дiї 5,0 мг/дм3 — до 1 год). Далi накопичення iонiв
металу активується (за дiї 1,0 i 2,0 мг/дм3 — до 168 год; за дiї 5,0 мг/дм3 — до 72 год)
з наступним зменшенням поглинання при концентрацiї 5,0 мг/дм3.

Поглинання Zn2+ характеризується такими показниками (див. табл. 1). Vmax накопи-
чення металу збiльшується на 28, 60, 38 i 76% протягом 0,083–0,5, 0,75–1, 3–6 i 24–168 год
вiдповiдно та зменшується на 28, 75 i 50% протягом 0,5–0,75, 1–3 i 6–24 год вiдповiдно. KМ

зменшується на 63, 50, 62 i 63% протягом 0,083–0,25, 1–3, 6–24 год i 48–168 год вiдповiдно
та збiльшується на 89, 25 i 25% протягом 0,25–1, 3–6 i 24–48 год вiдповiдно. Eа зв’язування
Zn2+ змiнюється таким чином: протягом перших 0,5 год зменшується на 65%, потiм до
3 год зростає на 88%, надалi до 12 год зменшується на 44%, до 24 год зростає на 10% i знову
зменшується на 88% до 168 год.

Активне поглинання Cu2+ вiдбувається протягом 0,75 i 1 год при культивуваннi хлорели
за дiї концентрацiї металу 0,001 i 0,005 мг/дм3 вiдповiдно (див. рис. 1, в). За дiї 0,002 мг/дм3
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Таблиця 1. Кiнетичнi параметри накопичення Mn2+, Zn2+, Cu2+, Pb2+ клiтинами Chlorellа vulgaris Beijer.

Mn2+ Zn2+ Cu2+ Pb2+

Тривалiсть
iнкубацiї,

год

Vmax,
мкмоль ×

× (год ·мг
бiлка)−1

KМ

Eа, ×10−3,
кДж ×

× мкмоль−1

Vmax,
мкмоль ×

× (год ·мг
бiлка)−1

KМ

Eа, ×10−3,
кДж ×

× мкмоль−1

Vmax,
мкмоль ×

× (год ·мг
бiлка)−1

KМ

Eа, ×10−3,
кДж ×

× мкмоль−1

Vmax,
мкмоль ×

× (год ·мг
бiлка)−1

KМ

Eа, ×10−3,
кДж ×

× мкмоль−1

0,083 34,5 0,100 2,90 2000 5,9 2,6 50,0 0,0009 0,018 200 0,50 2,5
0,25 27,0 0,018 0,67 2000 2,2 1,1 53,0 0,0007 0,0,013 — — —
0,5 27,8 0,029 1,05 2778 2,5 0,9 55,5 0,0007 0,012 — — —
0,75 — — — 2000 6,7 3,3 62,5 0,0014 0,022 — — —
1 — — — 5000 20,0 4,0 48,78 0,0001 0,002 238 0,22 0,9
3 — — — 1250 10,0 8,0 25,0 0,0002 0,006 50 0,50 10,0
6 — — — 2000 13,3 6,6 37,0 0,0001 0,004 125 0,67 5,3
12 54,1 0,055 1,02 1250 5,7 4,5 43,5 0,0003 0,006 — — —
24 60,6 0,053 0,87 1000 5,0 5,0 33,3 0,0005 0,015 — — —
48 50,0 0,067 1,33 2500 6,7 2,6 — — — — — —
72 71,4 0,111 1,55 2941 4,3 1,5 — — — — — —
168 62,5 0,083 1,33 4167 2,5 0,6 — — — — — —

Пр и м i т ка . “—” — процес не пiдлягає закономiрностi Мiхаелiса–Ментен.
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спостерiгається пригнiчення поглинання iонiв до 0,5 год, що можна пояснити самоiзоляцiєю
клiтин вiд металу, з подальшим активуванням до 0,75 год. Далi iнтенсивнiсть накопичення
iонiв металу за дiї дослiджених концентрацiй зменшується до 3 год, потiм активується до
12 год, пригнiчується до 24 год, повторно активується до 72 год i знову пригнiчується до
168 год. У цьому випадку за дiї дослiджених концентрацiй спостерiгається акумулювання
iонiв металу до 0,75 та 1 год i змiнюється пригнiченням поглинання до 3 год.

Для Cu2+ значення Vmax (див. табл. 1) збiльшується на 20% до 0,75 год, зменшується
на 60% до 3 год, знову збiльшується на 42% до 12 год i зменшується на 23% до 24 год;
значення KМ i Eа зменшуються на 22 i 33%, 92 i 91%, 50 i 33% протягом 0,083–0,5 год,
0,75–1 год, 3–6 год вiдповiдно i збiльшуються на 50 i 45%, 50 i 67%, 80 i 73% протягом
0,5–0,75 год, 1–3 год, 6–24 год вiдповiдно. Накопичення iонiв металу протягом 48–168 год
не пiдлягає закономiрностi Мiхаелiса–Ментен.

Накопичення Pb2+ залежно вiд концентрацiї (див. рис. 1, г) є таким: за дiї 0,1 мг/дм3

зменшується до 0,25 год, зростає до 6 год, потiм зменшується до 24 год, знову зростає до
72 год i зменшується до 168 год; за дiї 0,2 мг/дм3 — зростає до 1 год, зменшується до 3 год,
потiм поступово зростає до 168 год; за дiї 0,5 мг/дм3 — зменшується до 0,25 год, далi акти-
вується до 6 год, пригнiчується до 12 год, повторно активується до 48 год i пригнiчується
до 168 год.

Процес накопичення Pb2+ пiдлягає закономiрностi Мiхаелiса–Ментен лише протягом
0,083 год та 1–6 год дiї (див. табл. 1). Vmax поглинання Pb2+ зменшується на 79% протягом
1–3 год та збiльшується на 60% до 6 год. KМ протягом даного часу зростає на 67%, а Eа

збiльшується на 91% протягом 1–3 год i зменшується на 47% до 6 год.
Згiдно з отриманими результатами, клiтини Ch. vulgaris активно накопичують Mn2+до

24 год iнкубацiї, Zn2+ — до 0,5 год (при 1,0 мг/дм3) i до 0,75 год (при 2,0 i 5,0 мг/дм3),
Cu2+ — до 0,75 год (при 0,001 мг/дм3) i до 1 год (при 0,005 мг/дм3), Pb2+ — до 1 год
(при 0,2 мг/дм3) i до 6 год (при 0,1 i 0,5 мг/дм3), контролюючи при цьому проникнення
iонiв. Надалi накопичення iонiв металiв iстотно пригнiчується. Дослiджений механiзм на-
копичення iонiв металiв носить флуктуацiйний характер, який можна роздiлити на чотири
етапи: самоiзоляцiя (стрес-реакцiя) клiтин, активне накопичення, пригнiчення, вiдновле-
не накопичення. Етап самоiзоляцiї — це вiдповiдь клiтинного органiзму на дiю стресового
чинника, в даному випадку iонiв металiв. Найбiльш яскраво iзоляцiйна функцiя клiтин ви-
являється за дiї Mn2+ (при 0,2 i 0,5 мг/дм3 — до 0,5 год), за дiї Cu2+ (при 0,002 мг/дм3 —
до 0,5 год), за дiї Pb2+ (при 0,1 i 0,5 мг/дм3 — до 0,25 год). Зниженням опiрностi первинної
клiтинної мембрани до дослiджених концентрацiй металiв характеризується етап активного
накопичення Mn2+ (при 0,1 мг/дм3 — вiд 0,75 до 24 год; при 0,2 i 0,5 мг/дм3 — вiд 0,5 до
24 год), Zn2+ (при 1,0 мг/дм3 — до 0,5 год; при 2,0 i 5,0 мг/дм3 — до 0,75 год), Cu2+(при
0,001 мг/дм3 — до 0,75 год; при 0,002 мг/дм3 — вiд 0,5 до 0,75 год; при 0,005 мг/дм3 —
до 1 год), Pb2+ (при 0,1 i 0,5 мг/дм3 — вiд 0,25 до 6 год; при 0,2 мг/дм3 — до 1 год),
що супроводжується руйнуванням первинної мембрани [8]. Надалi клiтини хлорели нама-
гаються контролювати поглинання iонiв на етапi вторинного пригнiчення. Спостережува-
ний флуктуацiйний характер накопичення iонiв спiввiдноситься з встановленими нами ра-
нiше структурно-функцiональними перебудовами клiтинної оболонки за дiї iонiв металiв,
що виявляється у формуваннi зi змiною концентрацiї i тривалостi дiї iонiв металiв подвiйної
концентричної мембрани [2, 8]. Крiм того, у клiтинах Ch. vulgaris при культивуваннi з iона-
ми металiв виявленi iстотнi морфологiчнi змiни, якi в основному стосуються потовщення
мембран, величини клiтин та стану цитоплазми, якi спостерiгаються вже на першу добу
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дiї Zn2+ та Pb2+. Етап повторної активацiї процесу накопичення, що має мiсце за дiї Mn2+

(при 0,1 i 0,5 мг/дм3 —вiд 48 до 72 год; при 0,2 мг/дм3 — вiд 48 до 168 год), Zn2+ (при 1,0
i 2,0 мг/дм3 — вiд 3 до 168 год; при 5,0 мг/дм3 — вiд 1 до 72 год), Cu2+(при 0,001, 0,002
i 0,005 мг/дм3 — вiд 24 до 72 год), Pb2+ (при 0,1 мг/дм3 — вiд 24 до 72 год; при 0,2 мг/дм3 —
вiд 3 до 168 год; при 0,5 мг/дм3 — вiд 12 до 48 год), ймовiрно, характеризується руйнува-
нням вторинної концентричної мембрани [2].

Процес мембранних перебудов за дiї iонiв металiв також узгоджується з порушенням
функцiонування мембранних АТФаз [1], особливо Na+/K+-ATФази — ферменту, який вiдi-
грає домiнуючу роль в осмо- та iонорегуляцiї клiтин [12]. Так, Zn2+ практично не впливають
на мембраннi АТФази, за винятком високих концентрацiй (5,0 мг/дм3), бо мають високу
проникнiсть, рухливiсть в клiтинi та комплексоутворюючу здатнiсть [13]. Pb2+ iнгiбують
АТФазну активнiсть [1], бо характеризуються високою спорiдненiстю до бiлкiв i мiцним
утримуванням ними цього металу в складi металтiонеїноподiбних комплексiв [13]. Щодо
Cu2+, то певна їх кiлькiсть може зв’язуватися з клiтинними мембранами, а iнша утворює
комплекси з низькомолекулярними органiчними речовинами i бiлками до насичення їх сай-
тiв зв’язування [14]. Найвищу спорiдненiсть до бiлкiв серед дослiджених концентрацiй iонiв
металiв мають Cu2+, а найнижчу — Zn2+. Mn2+ витiсняють Ca 2+ з клiтинних оболонок [15],
у зв’язку з чим їх накопичення лiмiтується тривалiстю антипорту.

Розрахованi кiнетичнi показники узгоджуються з виявленою закономiрнiстю поглинан-
ня металiв. Зростання Vmax накопичення Mn2+(0,25–0,5; 12–24; 48–72 год), Zn2+(0,083–0,5;
0,75–1; 3–6; 24–168 год), Cu2+(0,083–0,75; 3–12 год), Pb2+ (3–6 год) свiдчить про те, що iони
металiв зв’язуються з молекулами клiтинних стiнок водоростей та молекулами-переносни-
ками мембран за неконкурентним типом [11]. Поглинання iонiв також характеризується
зменшенням Vmax: Mn2+ (0,083–0,25; 24–48; 72–168 год), Zn2+ (0,5–0,75; 1–3; 6–24 год), Cu2+

(0,75–3; 12–24 год), Pb2+ (1–3 год), що свiдчить про конкурентне iнгiбування.
Енергiя активацiї зв’язування Mn2+ (0,25–0,5; 24–72 год), Zn2+ (0,5–3; 12–24 год), Cu2+

(0,5–0,75; 1–3; 6–24 год), Pb2+ (1–3 год) поверхневою оболонкою водоростей та проникнення
через мембрану вказує на те, що процес накопичення металiв у вказанi промiжки часу
є енергозалежним.

Отже, процес поглинання iонiв дослiджених металiв вiдбувається за змiшаним меха-
нiзмом та визначається спорiдненiстю металзв’язуючих компонентiв мембран, формуван-
ням вторинної концентричної мембрани i її опiрнiстю до металiв, тривалiстю її структур-
но-функцiональної активностi, пiсля втрати якої i насичення сайтiв зв’язування iонiв ме-
талiв цитоплазматичними компонентами процес накопичення стає пасивним i неконтрольо-
ваним.

Таким чином, накопичення iонiв Mn2+, Zn2+, Cu2+ та Pb2+ клiтинами одноклiтинної
зеленої водоростi Ch. vulgaris Beijer. є концентрацiйно- i часозалежним процесом, який но-
сить флуктуацiйний характер для всiх дослiджених концентрацiй металiв. Можна видiли-
ти чотири його етапи: захисна самоiзоляцiя клiтин як результат первинної стрес-реакцiї;
активне накопичення iонiв внаслiдок зниження опiрностi i руйнування клiтинної оболон-
ки мембрани; пригнiчення накопичення, пов’язане з формуванням вторинної концентрич-
ної мембрани [8]; неконтрольоване накопичення, що супроводжується руйнуванням вто-
ринної мембрани. Кiнетичнi параметри накопичення (KM, Vmax, Ea) свiдчать про те, що
процес поглинання Mn2+, Zn2+, Cu2+i Pb2+ вiдбувається за змiшаним типом iнгiбуван-
ня та визначається спорiдненiстю до iонiв металзв’язуючих компонентiв мембран i цито-
плазми.
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А.И. Луцив, В.В. Грубинко

Особенности поглощения Mn2+, Zn2+, Cu2+ и Pb2+ клетками
Chlorella vulgaris Beijer.

Исследовано поглощение Mn2+, Zn2+, Cu2+ и Pb2+ клетками Chlorella vulgaris Beijer. Уста-
новлено, что накопление ионов металлов является флуктуационным. Выделено четыре его
этапа: защитная самоизоляция клеток как результат первичной стресс-реакции; актив-
ное накопление (снижение сопротивляемости и разрушение внешней мембраны); контороль
накопления в связи с образованием вторичной концентрической мембраны; неконтролируе-
мое накопление в результате разрушения вторичной концентрической мембраны. Кинети-
ческие показатели накопления Mn2+, Zn2+, Cu2+ и Pb2+ свидетельствуют о том, что
процесс поглощения ионов происходит по смешанному типу ингибирования и определяется
сродством к ионам мембранных металлсвязывающих белков, а после насыщения их сайтов
связывания процесс становится неконтролируемым.
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A. I. Lutsiv, V. V. Grubinko

Сharacteristics of the absorption of Mn2+, Zn2+, Cu2+, and Pb2+ by
cells of Chlorella vulgaris Beijer.

The absorption characteristics of Mn2+, Zn2+, Cu2+, and Pb2+ by unicellular green algae Chlorella
vulgaris Beijer are investigated. The accumulation of metal ions varies. There are 4 stages: the
stage of protective isolation of cells as a result of the primary stress response, stage of the active
accumulation (decrease in resistance and destruction of the outer membrane), stage of inhibition
of the accumulation (formation of the secondary concentric membrane), and stage of uncontrolled
accumulation phase (destruction of the secondary concentric membrane). Kinetic parameters of
accumulation show that the process of absorption of ions Mn2+, Zn2+, Cu2+, and Pb2+ occurs by
the mixed type of inhibition and is determined by the affinity of metal-binding proteins to ions.
After the saturation of their binding sites, the process becomes uncontrolled.
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Функцiональна експресiя генiв вакуолярних калiєвих

каналiв родини TPK арабiдопсису в мутантнiй лiнiї
Escherichia coli LBA2003

(Представлено академiком НАН України Я.Б. Блюмом)

Геном Arabidopsis thaliana кодує п’ять рiзних iзоформ AtTPK (ТРК, Two-pore potassium
channels) — AtTPK1, 2, 3, 4, 5. Детально вивчено функцiональнi характеристики лише
AtTPK1 та AtTPK4. Для того щоб оцiнити функцiональнiсть iнших каналiв, чотири
iзоформи AtTPK — AtTPK1, 2, 3, 5, були клонованi та експресованi в мутантнiй лiнiї
E. coli LB2003. Через дефекти в системi транспорту K+ лiнiя LB2003 не здатна погли-
нати екзогенний K+. Характер експресiї генiв каналiв у бактерiальних клiтинах про-
аналiзовано за допомогою полiмеразної ланцюгової реакцiї зi зворотною транскрипцiєю.
При трансформацiї цiєї мутантної лiнiї векторами, що експресують AtTPK1, AtTPK2
чи AtTPK5, вiдбувається вiдновлення росту LB2003 на поживному середовищi з низь-
ким вмiстом K+, що свiдчить про здатнiсть цих каналiв утворювати функцiональнi
системи транспорту K+ в бактерiальних клiтинах.

Рослиннi вакуолi є важливими та мультифункцiональними органелами рослинної клiтини.
Вони можуть займати до 90 % об’єму клiтини та беруть активну участь у рiзноманiтних
клiтинних процесах. Рослиннi вакуолi є головним джерелом клiтинного тургору та резер-
вуаром для зберiгання i накопичення поживних речовин. Вакуолi рослинних клiтин вiд-
повiдають за пiдтримку гомеостазу рiзноманiтних сполук у цитозолi, а саме мiнеральних
сполук, цукрiв, органiчних кислот та вторинних метаболiтiв. Вакуолi рослин є головним
депо iонiв Ca2+, тому вони є важливими для сигнальних процесiв клiтини.

Тонопласт рослинних вакуоль мiстить рiзноманiтнi транспортнi протеїни, що вiдповi-
дають за транспорт мiнеральних сполук. Калiєвi канали вакуоль були iдентифiкованi зав-
дяки електрофiзiологiчним дослiдженням калiєвих токiв клiтин продихiв та отримали назву
двопорових калiєвих каналiв (ТРК, Two-pore potassium channels). Нещодавно було показа-
но, що вакуолярнi канали родини ТРК розповсюдженi й у клiтинах продихiв та iнших типах
клiтин рослин [1–4]. “Класичний” ТРК-канал має чотири трансмембранних домени, двi по-
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ри iз характерною комбiнацiєю амiнокислот — GYGD, що вiдповiдає за селективнiсть цих
пор для iонiв K+. Крiм того, бiльшiсть ТРК-каналiв мають EF-мотиви в С-термiнальному
кiнцi та 14–3–3 мотив у N-термiнальному кiнцi. Припускається, що для свого успiшного
функцiонування ТРК-канали утворюють функцiональнi димери [4, 5]. Було показано, що
субодиницi AtTPK1 з арабiдопсису та NtTPK1 тютюну утворюють функцiональнi гомоди-
мери за умови експресiї останнiх у гомологiчних та гетерологiчних системах [6]. За даними
електрофiзiологiї, AtTPK1 та NtTPK1 проводять iони K+ через тонопласт вакуоль. Крiм
AtTPK1, геном арабiдопсису мiстить ще чотири гена, що кодують iншi iзоформи TPK-ка-
налiв — AtTPK2, 3, 4, 5 [1–3]. На вiдмiну вiд своїх родичiв, AtТРК4 локалiзований на
плазматичнiй мембранi. AtТРК4 є спецiалiзованим каналом клiтин пилкових трубок i був
досить детально охарактеризований. Робота AtTPK1 важлива для закриття продихiв, про-
ростання насiння та осмотичного стресу. Iзоформи AtTPK2, AtTPK3, AtTPK5 також мають
вакуолярну локалiзацiю. Рiвень експресiї генiв, що кодують AtTPK2, 3, 4, 5, набагато ниж-
чий порiвняно з “класичним” AtTPK1 [3]. Цi AtTPK2, 3, 4, 5-канали також мають тканинну
специфiчнiсть. Наприклад експресiя AtTPK3 спостерiгається в кiнцiвках коренiв та пилку,
а AtTPK5 експресується в клiтинах судин та статевих органiв [4]. На вiдмiну вiд AtTPK1,
функцiї цих каналiв залишаються майже не з’ясованими.

Експресiя AtTPK1 та його ортологiв у клiтинах рослин дозволяє чiтко встановити подiї
транспорту iонiв калiю через тонопласт за допомогою цих каналiв. На вiдмiну вiд AtTPK1,
експресiя в клiтинах рослин iнших ТРК-iзоформ iз арабiдопсису, а саме AtTPK2, 3, 4, 5
не призводила до помiтного збiльшення транспорту iонiв калiю через тонопласт [4]. Для
того щоб зрозумiти, чи можуть AtTPK2, 3, 4, 5 утворювати активнi та функцiональнi
канали, ми спробували експресувати гени цих протеїнiв у мутантнiй лiнiї Escherichia coli
LBA2003. У LBA2003 не функцiонують ситеми поглинання K+, а саме транспортери ро-
дини Trk та Kdp [7]. Було показано, що експресiя NtTPK1 iз тютюну в LBA2003 може
вiдновлювати поглинання K+ цим мутантом, тому ми використовували подiбну стратегiю
дослiджень для того, щоб з’ясувати, чи можуть AtTPK2, 3, 4, 5 вiдновлювати поглинання
K+ та рiст даного штаму бактерiї на середовищi з низьким вмiстом цього iона [8]. Отриманi
результати свiдчать про те, що, крiм AtTPK1, експресiя AtTPK2 та AtTPK5 у LBA2003
сприяла вiдновлюванню росту мутанта E. coli на середовищi з низькою концентрацiєю
iонiв K+.

Матерiали та методи. Штам E. coli LB2003 (∆trkA kup1 (trkD1 ) ∆kdpABC5 rpsL metE
thi rha gal) [7] був люб’язно наданий Е. Баккером iз Унiверситету Оснабрюка, Нiмеччина.

Загальну РНК iз проросткiв та пилку арабiдопсису видiляли за допомогою TRIzol-реа-
генту (“Invitrogen”, США.). За допомогою системи SuperScript III First-Strand Synthesis
System for RT-PCR (“Invitrogen”) вiдповiдно до протоколу було синтезовано кДНК. Для
отримання кДНК клонiв повної довжини для AtTPK1, AtTPK2, AtTPK3 та AtTPK5 ви-
користовували такi пари праймерiв:

1) AtTPK1BamHI_for GCGGATCCTGATGTCGAGTGATGCAGCTCG,
AtTPK1SmaI_rev GCCCCGGGCCTTTGAATCTGAGACGTGG;

2) AtTPK2BamHI_for GCGGATCCTGATGGCTAACGACGGTAACGG,
AtTPK2SmaI_rev GCCCCGGGAATAGAAGTTGCAGTGGGTA;

3) AtTPK3BamHI_for GCGGATCCTGATGGCCAACGAAGGAAGTGA,
AtTPK3KpnI_rev GCGGTACCGCATCGCCACTGCCACCTTC;

4) AtTPK5SacI_for GCGAGCTCGCATGGAACCACTCATCAGCCC,
AtTPK5Pst1_rev GCCTGCAGGCCAAAGGATCCCCCAAAAGATCAGG.
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Полiмеразну ланцюгову реакцiю (ПЛР) проводили, використовуючи 20 нг кДНК,
у 50 мкл реакцiйної сумiшi, що мiстила 1x Phusion HF PCR buffer, 200 мкМ dNTP сумiшi,
3% DMSO та 1 мкл Phusion polymerase (“Finnzymes”, Фiнляндiя). ПЛР-програма мала такi
параметри: 95 ◦C 30 c; 36 циклiв: 95 ◦C 10 с, 72 ◦C 30 с; 72 ◦C 10 хв. Амплiфiкованi за допо-
могою ПЛР AtTPK -клони повної довжини були клонованi у вектор для експресiї pQE-32
(“Qiagen”, Великобританiя) шляхом рестрикцiї вiдповiдними ферментами кожного окремо-
го клону AtTPK та лiгування T4-ДНК лiгазою (NEB, Великобританiя). кДНК AtTPK1 та
AtTPK2 були клонованi в pQE-32 вектор за допомогою BamHI та SmaI (NEB), AtTPK3 —
за допомогою BamHI та KpnI (NEB), AtTPK5 — за допомогою SacI та KpnI (NEB).

Штам E. coli LB2003 трансформували вектором pQE32 чи pQE32-AtTPK1, 2, 3, 4, 5 -кон-
струкцiями. Бактерiю вирощували 16 год на поживному середовищi з високою концентра-
цiєю K+ (KLM). Середовище KLM мало такий вмiст: 0,5% екстракт дрiжджiв, 1% триптон,
150 мM KCl та ампiцилiн 100 мг/л. Iз кожної 16-годинної культури вiдбирали 100 мкл та
розбавляли в 5 мл свiжого KLM середовища. Стартову культуру в 5 мл KLM вирощували
до досягнення нею оптичної густини 0,5 (OD600). Експресiю генiв ТРК-каналiв арабiдопси-
су iндукували додаванням 1 мM iзопропiл-β-D-1-тiогалактопiранозиду (IПТГ) (“Sigma”).
Через 2 год пiсля додавання IПТГ вимiрювали оптичну густину культури (OD600). Усi
IПТГ-культури розбавляли (нормалiзували) до досягнення оптичної густини 0,5. Пiсля цьо-
го з бактерiальних культур вiдбирали 10 мкл та робили розбавлення 102, 103. Оригiнальний
сток (OD600 = 0,5) та його розбавлення 102, 103 розкапували по 5 мкл на тверде середови-
ще з низьким вмiстом K+, а саме 0,1 мM KCl. Крiм KCl тверде середовище мiстило: 0,5%
екстракт дрiжджiв, 1% триптон, 1% агарозу, ампiцилiн 100 мг/л, 1мM IПТГ. Експерименти
з розкапуванням рiдкої культури E. coli LB2003 в трьох рiзних розбавленнях на тверде
середовище (Drop assay) повторювали три рази.

Загальну РНК бактерiй видiляли з осаджених зразкiв бактерiальних трансформантiв,
що були обробленнi IПТГ. РНК видiляли за допомогою NucleoSpin RNA II kit (“Macherey-
Nagel”, Нiмеччина) та вiдповiдно до рекомендованого виробником протоколу. кДНК iз за-
гальної бактерiальної РНК синтезували за допомогою системи SuperScript III First-Strand
Synthesis System for RT-PCR (“Invitrogen”) згiдно з протоколом виробника. Синтезовану
кДНК використовували для ПЛР амплiфiкацiї AtTPK1, 2, 3, 5 клонiв за допомогою вiдпо-
вiдних праймерiв, що вже були описанi ранiше.

Результати та обговорення. Мутантний штам E. coli LB2003 не може рости на сере-
довищi з вмiстом K+ меншим нiж 0,1 мM, тому що цей штам втратив транспортери погли-
нання K+ високої та середньої афiнностi Trk (TrkG та TrkH), Kup (TrkD) та Kdp [7]. При
трансформацiї LB2003 “пустим” pQE-32 вектором (EV) цей мутантний штам бактерiї має
значно повiльнiший рiст порiвняно iз диким типом бактерiї (WT), що була трансформована
pQE-32 без вставки (WT+EV) (рис. 1). Для того щоб перевiрити можливiсть елiмiнацiї чи
мiнiмiзацiї дефекту поглинання K+ в мутантнiй лiнiї E. coli за допомогою експресiї генiв
калiєвих каналiв рослин, LB2003 було трансформовано рiзними генами родини ТРК з ара-
бiдопсису. Для пiдтвердження трансформацiї та експресiї генiв AtTPK1, 2, 3, 5 в LB2003
проведено ЗТ-ПЛР (ПЛР зi зворотною транскрипцiєю). З цiєю метою з iндукованих IПТГ
LB2003 трансформанiв було видiлено загальну РНК. Синтезовану iз цих зразкiв загальну
кДНК використовували для амплiфiкацiї клонiв AtTPK iз повною довжиною (рис. 2). Вико-
ристання ЗТ-ПЛР дало можливiсть встановити функцiональнiсть отриманих конструкцiй.
Всi лiнiї трансформованих клiтин LB2003 при iндукцiї IПТГ показували експресiю вiдповiд-
них генiв родини ТРК iз арабiдопсису. Для перевiрки ефективностi комплементацiї LB2003
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Рис. 1. Комплементацiя клiтин E. сoli штаму LB2003 за допомогою калiєвих каналiв родини ТРК iз арабi-
допсису

Рис. 2. Результати ЗТ-ПЛР експресiї AtTPK1, 2, 3, 5 в трансформантах LB2003

рiзними калiєвими каналами з арабiдопсису рiдкi культури трансформантiв розкапували
на тверде середовище з 0,1 мM KCl та IПТГ у декiлькох розбавленнях (див. рис. 1). Аналiз
динамiки росту рiзних ТРК-трансформантiв LB2003 вказує на те, що експресiя ТРК ге-
нiв iз арабiдопсису в бактерiальному мутантi може сприяти вiдновленню параметрiв росту
культури майже до рiвня дикого типу (див. рис. 1). Хоча аналiз ЗТ-ПЛР показує експре-
сiю AtTPK3 у LB2003, робота цього каналу в бактерiальному мутантi iстотно не впливала
на покращення та вiдновлення характеристик росту бактерiї на середовищi з мiнiмальним
вмiстом калiю. Проте робота iнших калiєвих каналiв, а саме: AtTPK1, 2 та 5, приводила до
вiдновлення швидкостi росту бактерiальної культури до показникiв дикого типу.

Таким чином, показано ефективнiсть пiдходу комплементацiї бактерiальних мутантiв
генами рослин для встановлення деяких функцiональних характеристик бiлкiв, що дослiд-
жуються. Одержанi результати свiдчать про те, що, крiм AtTPK1, AtTPK2 та AtTPK5,
вiрогiдно, також можуть формувати функцiональнi системи транспорту калiю в бактерiях.
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С.В. Исаенков, Ф.Й. М. Маатхаус

Функциональная экспрессия генов вакуолярных калиевых каналов
семейства TPK арабидопсиса в мутантной линии Escherichia coli

LBA2003

Геном Arabidopsis thaliana кодирует пять различных изоформ AtTPK (ТРК, Two-pore potas-
sium channels) — AtTPK1, 2, 3, 4, 5. Детально изучены функциональные характеристики
только AtTPK1 и AtTPK4. Для того чтобы оценить функциональность других каналов,
четыре изоформы AtTPK — AtTPK1, 2, 3, 5, были клонированы и экспрессированы в му-
тантной линии E. coli LB2003. Из-за дефектов в системе транспорта K+ линия LB2003
не может поглощать экзогенный K+. Характер экспрессии генов каналов в бактериальных
клетках проанализирован с помощью полимеразной цепной реакции с обратной транскрип-
цией. При трансформации этой мутантной линии векторами, экспрессирующими AtTPK1,
AtTPK2 или AtTPK5, происходит восстановление скорости роста LB2003 на питательной
среде с низким содержанием K+, что свидетельствует о способности этих каналов фор-
мировать функциональные системы транспорта K+ в бактериальных клетках.

S.V. Isayenkov, F. J.M. Maathuis

The functional expression of Arabidopsis two-pore Potassium channels
genes in Escherichia coli mutant — LBA2003

The Arabidopsis thaliana genome encodes 5 different AtTPK isoforms — AtTPK1, 2, 3, 4, 5.
The functional properties of only AtTPK1 and AtTPK4 were studied in detail. We have used a
complementation of K+ uptake deficient Escherichia coli mutant LB2003 to analyze the functional
properties of Arabidopsis thaliana TPK family members (AtTPK1, 2, 3, 5). The expression of
AtTPK-genes in bacteria is analyzed by RT-PCR. Our results show that AtTPK1, AtTPK2, or
AtTPK5 are restoring the LB2003 growth on low K+ media. Our data suggest that these channels
can form functional K+ transport systems in E. coli.
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Н.О. Коваленко, Т. О. Палладiна

Експресiя генiв H+-АТФази плазматичних мембран
клiтин коренiв кукурудзи за умов сольового стресу

та дiї бiоактивних препаратiв

(Представлено членом-кореспондентом НАН України С.О. Костерiним)

Дослiджено вплив бiоактивних препаратiв метiур та iвiн на експресiю генiв H+-АТФази
плазматичних мембран у клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи, експонованих у при-
сутностi 0,1 M NaCl. Показано, що сольова експозицiя проросткiв протягом доби ви-
кликала короткочасне посилення експресiї генiв H+-АТФази. За вiдсутностi сольової
експозицiї обидва препарати призводили до пiдвищення експресiї її генiв, яка з часом
знижувалась. За умов однодобової сольової експозицiї проросткiв, вирощених з обробле-
ного препаратами насiння, експресiя генiв цього ензиму послаблювалася, тодi як при
її подовженнi до 10 дiб — посилювалася у варiантi з метiуром. Таким чином, показа-
ний нами ранiше позитивний вплив цих препаратiв, зокрема метiуру, на функцiонуван-
ня H+-АТФази за умов сольового стресу не пов’язаний з посиленням експресiї її генiв,
а здiйснюється, очевидно, на молекулярному рiвнi.

Засоленiсть грунтiв є для рослин найсильнiшим стресовим фактором, що обмежує їх видове
рiзноманiття та перешкоджає агровиробництву у багатьох регiонах свiту. Утворення стану
сольового стресу полягає в порушеннi осмотичного та iонного гомеостазу i супроводжуєть-
ся виникненням вторинного окиснювального стресу. Проте важкiсть його дiї визначається
присутнiстю натрiю, який є головним катiоном солей, що засолюють грунти. Натрiй є ток-
сичним елементом для рослинних органiзмiв, який порушує перебiг метаболiзму в клiтинах,
i тому вони видаляють його з цитоплазми назовнi та до вакуолярного простору. Цей процес
здiйснюється за допомогою вторинно-активних Na+/H+-антипортерiв, якi функцiонують
у плазматичних i вакуолярних мембранах за рахунок енергiї електрохiмiчних потенцiалiв,
створених на них первинно-активними H+-насосами [1].

Механiзм роботи електрогенного H+-насоса в плазматичнiй мембранi репрезентовано
H+-АТФазою Е-Р типу, тодi як у плазматичнiй мембранi тваринних клiтин функцiонує
Na+-насос, репрезентований Na+/K+-АТФазою того ж типу, що саме зумовлює докорiнну
рiзницю у ставленнi цих органiзмiв до натрiю. Бiлок H+-АТФази плазматичної мембра-
ни кодується мультигенною родиною, яка в кукурудзи складається з чотирьох генiв [2].
Активнiсть цiєї H+-АТФази значно посилюється за дiї стресових факторiв, зокрема умов
засолення, що визначає її важливiсть для формування солестiйкостi рослин [3–5]. Регуляцiя
активностi цього ферменту вiдбувається на генетичному рiвнi, де важливу роль вiдiграють
мiРНК як ключовi регулятори експресiї генiв на постранскрипцiйному рiвнi [6], а також
на молекулярному рiвнi, зокрема за допомогою регуляторних бiлкiв 14–3–3, якi фосфори-
люють аутоiнгiбiторний домен H+-АТФази, посилюючи її транспортувальну активнiсть [7].

Ранiше нашою групою було дослiджено здатнiсть певних бiоактивних препаратiв поси-
лювати функцiонування H+-насосiв та Na+/H+-антипортерiв у мембранах клiтин коренiв
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проросткiв кукурудзи за умов засолення з метою їх використання як альтернативи поси-
ленню солестiйкостi рослин методами генної iнженерiї. Порiвняння солепротекторної дiї
препаратiв метiур (6-метил-2-меркапто-4-гiдроксипiримiдин) та iвiн (N-оксид-2,6-диметил-
пiридин) показало перевагу першого з них [8]. Також вищою є ефективнiсть метiуру щодо
посилення функцiонування H+-насосiв та Na+/H+-антипортерiв у плазматичних та вакуо-
лярних мембранах клiтин коренiв [5, 9]. У зв’язку з цим постала необхiднiсть визначити,
як зазначенi препарати впливають на роботу даних систем — шляхом посилення експресiї
їх генiв чи молекулярних змiн бiлкiв.

Метою дослiдження стало з’ясування впливу препаратiв метiур та iвiн на експресiю
генiв H+-АТФази плазматичних мембран у клiтинах коренiв проросткiв кукурудзи за умов
стресу, викликаного експозицiєю в присутностi NaCl.

Експерименти виконували на проростках кукурудзи (гiбрид “Остер”), якi вирощували
у воднiй культурi на середовищi Хогленда. Насiння протягом доби замочували в 10−7 М
розчинах метiуру тi iвiну. Проростки в тижневому вiцi переносили на свiже середовище, яке
мiстило 0,1 М NaCl, що є критичною концентрацiєю для рослин кукурудзи, й експонували
протягом 1 та 10 дiб. Експресiю генiв H+-АТФази оцiнювали на пiдставi накопичення її
транскриптiв, рiвень яких визначали методом ЗТ-ПЛР (полiмеразна ланцюгова реакцiя
зi зворотною транскрипцiєю) з використанням специфiчних праймерiв до дiлянки ДНК,
гомологiчної для всiх iзоформ.

Iзолювання загальної РНК проводили шляхом фенол-хлороформної екстракцiї з
реагентом TRIzol. Кiлькiсний аналiз РНК здiйснювали спектрофотометричним мето-
дом, а якiсний — шляхом електрофорезу в 1% агарозному гелi за денатуруючих
умов [10].

Зворотну транскрипцiю (синтез кДНК на РНК матрицi) та амплiфiкацiю проводили
на амплiфiкаторi “Терцик” з набором реактивiв i за протоколом вiд “Fermentas” (Литва).
Продукт ЗТ-ПЛР роздiляли у 1,5% агарозному гелi в присутностi бромистого етидiю, вiзу-
алiзували в ультрафiолетовому свiтлi та фотографували за допомогою системи Вio-Vision.
Для оцiнки кiлькостi продуктiв амплiфiкацiї використовували програму Gel analyzer. Внут-
рiшнiй контроль перебiгу реакцiї здiйснювали шляхом визначення транскрипцiї гена альфа
тубулiну кукурудзи на тих самих зразках кДНК.

Усi дослiди виконували в трьох бiологiчних повтореннях, достовiрнiсть отриманих ре-
зультатiв перевiряли за критерiєм Стьюдента.

Проведенi нами дослiдження виявили, що експресiя генiв H+-АТФази в коренях конт-
рольних проросткiв з вiком iстотно не змiнювалась, тодi як 1-добова сольова експозицiя
викликала її посилення на 23%, яке зникало при подовженнi термiну до 10 дiб (рис. 1,
табл. 1).

Таблиця 1. Iнтенсивнiсть свiчення (ум. од.) продуктiв амплiфiкацiї транскриптiв АТФази за дiї бiоактивних
препаратiв та експозицiї на 0,1 M NaCl проросткiв кукурудзи, M ±m; n = 3

Варiант дослiду Контроль Метiур Iвiн
0,1 М
NaCl

Метiур +
0,1 М NaCl

Iвiн +
0,1 М NaCl

8-добовi проростки,
1-добова сольова експозицiя 736± 20 949 ± 70∗ 1075 ± 50∗ 911± 52∗ 794± 19# 878 ± 24∗

17-добовi проростки,
10-добова сольова експозицiя 659± 10 778 ± 43∗ 775 ± 69 601± 27 772± 46#∗ 663 ± 37

Пр и м i т ка . p 6 0,05, ∗ — вiрогiдно вiдносно контролю, # — вiрогiдно вiдносно 0,1 М NaCl.

152 ISSN 1025-6415 Reports of the National Academy of Sciences of Ukraine, 2013, №7



Рис. 1. Електрофореграма ЗТ-ПЛР аналiзу експресiї генiв H+-АТФази в клiтинах коренiв проросткiв ку-
курудзи за умов сольового стресу та дiї бiоактивних препаратiв: а — 8-добовi проростки, 1-добова сольова
експозицiя; б — 17-добовi проростки, 10-добова сольова експозицiя.
М — маркер молекулярної маси ДНК; 1 — контроль; 2 — обробка препаратом метiур; 3 — обробка пре-
паратом iвiн; 4 — 0,1 М NaCl у середовищi; 5 — обробка препаратом метiур + 0,1 М NaCl; 6 — обробка
препаратом iвiн + 0,1 М NaCl

Обидва препарати посилювали накопичення транскриптiв у коренях 8-добових пророст-
кiв, причому вплив iвiну (46%) виявився сильнiшим, нiж метiуру (29%) (див. рис. 1, а,
табл. 1). Цi результати схожi з даними порiвняння впливу зазначених препаратiв на за-
гальну експресiю генiв у зародковiй осi квасолi [11]. Зi збiльшенням вiку проросткiв до
17 дiб ефект препаратiв послаблювався, причому рiвень транскриптiв у варiантi з метiуром
залишався дещо вищим, нiж у контролi (див. рис. 1, б, табл. 1).

У разi 1-добової сольової експозицiї проросткiв стимулюючий ефект препаратiв на екс-
пресiю генiв H+-АТФази зменшувався, причому кiлькiсть транскриптiв у варiантi з iвiном
була на рiвнi сольового контролю, а у варiантi з метiуром виявилась навiть нижчою за
нього (див. рис. 1, а, табл. 1). Проте при подовженнi термiну сольової експозицiї до 10 дiб
у варiантi з метiуром вмiст транскриптiв збiльшився на 28%, тодi як у варiантi з iвiном
змiн не спостерiгалося (див. рис. 1, б, табл. 1).

Одержанi результати свiдчать про те, що стимулюючий вплив зазначених препаратiв,
особливо Iвiну, на експресiю генiв H+-АТФази сильнiше виявляється за вiдсутностi сольо-
вого стресу на раннiх стадiях розвитку органiзмiв. Короткочасна дiя стресового фактора,
яким є присутнiсть NaCl, призводила до нетривалого посилення експресiї генiв H+-АТФази,
яке зникало при подовженнi термiну сольової експозицiї. Застосування дослiджених препа-
ратiв, особливо метiуру, за умов короткотривалого сольового стресу викликало послаблення
експресiї генiв зазначеної H+- АТФази, яке негативно корелювало з пiдвищенням транспор-
тувальної активностi цього ензиму, що було показано ранiше [5]. Таким чином, позитивний
вплив метiуру на функцiонування H+-АТФази плазматичної мембрани за умов сольового
стресу, що виявляється у виглядi посилення її транспортувальної активностi, не пов’язаний
iз пiдвищенням експресiї ї ї генiв. На нашу думку, вiн здiйснюється переважно на молеку-
лярному рiвнi за участю регуляторiв активностi її бiлка.
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Н.О. Коваленко, Т. А. Палладина

Экспрессия генов H+-АТФазы плазматических мембран клеток
корней кукурузы в условиях солевого стресса и действия
биоактивных препаратов

Исследовано влияние биоактивных препаратов метиур и ивин на экспрессию генов
H+-АТФазы плазматических мембран в клетках корней проростков кукурузы, экспониро-
ванных в присутствии 0,1M NaCl. Показано, что солевая экспозиция проростков в течение
суток вызывала кратковременное усиление экспрессии генов H+-АТФазы. При отсутствии
солевой экспозиции оба препарата приводили к повышению экспрессии ее генов, которая со
временем снижалась. При односуточной солевой экспозиции проростков, выросших из обра-
ботанных препаратами семян, экспрессия генов этого энзима ослаблялась, тогда как при ее
продлении до 10 суток — усиливалась в варианте с метиуром. Таким образом, показанное
нами ранее положительное влияние этих препаратов, в частности метиура, на функцио-
нирование H+-АТФазы в условиях солевого стресса не связано с усилением экспрессии ее
генов, а осуществляется, вероятно, на молекулярном уровне.
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N.O. Kovalenko, Т. A. Palladina

Plasma membrane H+-ATPase gene expression in corn seedling root
cells under salt stress conditions and the action of bioactive preparations

Effect of preparations Methyure and Ivine used by seed soaking on the gene expression of plasma
membrane H+-ATPase in corn seedlings exposed on 0.1M NaCl has been studied. It is found that
both preparations, especially Ivine, increase the gene expression of this enzymatic protein in roots
of one week seedling without salinity, but their effect disappears with age. NaCl exposition weakened
their positive effect which was retained in a some content at using Methyure only. The obtained
results have evidenced that a positive effect of these preparations, especially Methyure, on the plasma
membrane H+-ATPase transport activity is not connected with increasing the gene expression and
can be realized on the molecular level.
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УДК 547.915:639.215.2

Ю. I. Сеник, В.О. Хоменчук, В. З. Курант, В.В. Грубiнко

Лiпiдний склад ядер клiтин зябер коропа (Cyprinus

carpio L.) при дiї пiдвищених концентрацiй iонiв цинку

та кадмiю

(Представлено академiком НАН України В.Д. Романенком)

Дослiджено змiни фосфолiпiдного складу ядер клiтин зябер при експозицiї 0,5 й 2 мг/дм3

Zn2+ та 0,005 й 0,02 мг/дм3 Cd2+. Вивчено нагромадження цих металiв та вста-
новлено активнiсть ПОЛ при дiї токсикантiв. Встановлено, що змiни дослiджуваних
показникiв залежать не лише вiд кiлькостi металу, а й вiд його фiзико-хiмiчних ха-
рактеристик. Розраховано “коефiцiєнт токсичностi металу”, що вiдображає характер
впливу вiдповiдної концентрацiї металу.

В органiзмах гiдробiонтiв еволюцiйно сформувалися засоби бiохiмiчної адаптацiї до хiмiч-
них впливiв рiзного типу i рiвня. Одним iз важливих механiзмiв адаптивної реакцiї на
дiю iонiв металiв є структурна перебудова лiпiдного шару клiтинних мембран [1]. Однак
незважаючи на актуальнiсть, вплив токсичних стрес-факторiв на лiпiдний обмiн у водних
органiзмiв вивчено недостатньо, оскiльки бiльшiсть дослiджень впливу iонiв металiв на
лiпiдний обмiн здiйснено у вищих хребетних наземних тварин, як правило, цi дослiдження
стосувалися лише зовнiшнiх клiтинних мембран, а не органел [2].

Мета роботи авторiв даного повiдомлення полягала у вивченнi лiпiдного складу мембран
ядер клiтин зябрового епiтелiю коропа при дiї пiдвищених концентрацiй iонiв Zn2+ й Cd2+.

Матерiали та методи дослiдження. Дослiди проведено на коропах (Сyprinus cap-
rio L.) дворiчного вiку масою 300–350 г. Риб утримували в лабораторних акварiумах об’ємом
200 л з вiдстояною водопровiдною водою зi стандартними гiдрохiмiчними показниками:
вмiст О2 становив (7,5 ± 0,5) мг/дм3; СО2 — (2,5 ± 0,3) мг/дм3; pH (7,8 ± 0,1).

Дослiджували лiпiдний склад ядерних мембран при дiї iонiв кадмiю та цинку в кон-
центрацiях, що вiдповiдали 0,5 й 2,0 рибогосподарським ГДК, вiдповiдно 0,5 й 2 мг/дм3

для Zn2+ та 0,005 й 0,02 мг/дм3 для Cd2+ [3]. Необхiднi концентрацiї iонiв металiв у водi
створювали при внесеннi солей ZnSO4·5H2O та CdCl2 · 2,5H2O квалiфiкацiї “х. ч.”.

Риб пiд час аклiмацiї не годували. Перiод аклiмацiї у риб в токсичних умовах становив
14 дiб, що є достатнiм для формування адаптивної вiдповiдi на дiю стрес-фактора [4].

Видiлення ядер iз зябрових клiтин здiйснювали методом диференцiйного центрифугу-
вання в градiєнтi 0,22 М сахарози. Загальнi лiпiди екстрагували хлороформно-метаноловою
сумiшшю в спiввiдношеннi 2 : 1 методом Фолча [5]. Фосфолiпiди роздiляли на фракцiї за
методом висхiдної одномiрної мiкротонкошарової хроматографiї на пластинках “sorbfil”, ру-
хомою фазою була сумiш хлороформ — метанол — льодяна оцтова кислота — дистильована
вода у спiввiдношеннi 60 : 30 : 7 : 3. Кiлькiсть фосфолiпiдiв визначали методом Васьков-
ського [6].

Для визначення вмiсту цинку та кадмiю видiленi ядра клiтин зябер спалювали в пере-
гнанiй нiтратнiй кислотi у спiввiдношеннi 1 : 5 (маса : об’єм). Вмiст металiв визначали на
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атомно-адсорбцiйному спектрофотометрi С-115 у нг/мг бiлка. Концентрацiю гiдроперокси-
дiв лiпiдiв встановлювали методом Мирончика [7].

Усi отриманi данi оброблено статистично з використанням t-критерiю Cтьюдента [8].
Результати та їх обговорення. Отриманi результати свiдчать про дозозалежнiсть

змiн фосфолiпiдного складу клiтинних мембран ядер зябер коропа (табл. 1). При дiї до-
порогової концентрацiї iонiв цинку (0,5 мг/л) спостерiгається достовiрне зростання вмiсту
фосфатидилхолiну (ФХ) з одночасним зниженням кiлькостi лiзофосфатидилхолiну (ЛФХ),
що є опосередкованим пiдтвердженням активацiї в мембранах ядер анаболiчних процесiв.
Зниження вмiсту фосфатидилетаноламiну (ФЕА) у 1,29 раза (p < 0,05), ймовiрно, є резуль-
татом активацiї специфiчних метилаз [9]. Достовiрне зростання кiлькостi iншого холiнвмiс-
ного фосфолiпiду сприяє зниженню плинностi бiлiпiдного шару та зменшенню проникностi
мембрани для iонiв металiв [10].

Вплив Cd2+ у допороговiй концентрацiї (0,005 мг/л) на лiпiдний склад ядер зябер коропа
носить амбiвалентний характер. Поряд з активацiєю синтезу ФХ за участю фосфохолiн-ци-
тидилтрансферази [11] (оскiльки вмiст ФЕА практично не вiдрiзняється вiд контрольних
значень) вiдзначається достовiрне зростання кiлькостi ЛФХ, що свiдчить про руйнування
зовнiшнього лiпiдного шару мембрани, ймовiрно, внаслiдок активацiї iонами металу фосфо-
лiпази (ФЛ) А2 [12]. Нагромадження сфiнгомiєлiну (СМ), можливо, викликано активацiєю
кадмiєм церамiдхолiнфосфотрансферази [13].

При експозицiї iонiв цинку (2 мг/л) та кадмiю (0,02 мг/л) спостерiгаються аналогiч-
нi змiни. Зростання вмiсту ЛФХ та одночасне зниження ФХ вказує на активацiю субле-
тальною концентрацiєю токсикантiв каталiтичної активностi ФЛ А2 [14]. Нагромадження
ФЕА, можливо, викликане iнгiбуванням iонами металiв N-метил-фосфатидилетаноламiн
трансферази [9]. Нагромадження iншого холiнвмiсного фосфолiпiду, вiрогiдно, довзоляє
знизити надходження токсикантiв у органелу.

Акумулювання металiв та нагромадження гiдропероксидiв лiпiдiв у ядрах клiтин епiте-
лiю зябер залежить не лише вiд кiлькостi токсиканту в середовищi, а й вiд його хiмiчної
активностi (табл. 2).

За впливу допорогової концентрацiї iонiв цинку вiдзначається достовiрне зниження вмiс-
ту металу та гiдропероксидiв лiпiдiв у ядрах зябер коропа. При дiї 2 ГДК токсикантiв
спостерiгається достовiрне нагромадження iонiв Zn2+ й Cd2+ з одночасним зростанням
первинних продуктiв ПОЛ. Цi данi свiдчать про те, що iони цинку та кадмiю активують
пероксидацiю лiпiдiв.

Таблиця 1. Вмiст фосфолiпiдiв окремих фракцiй в ядрах зябер коропа при дiї пiдвищених концентрацiй
iонiв Zn2+ й Cd2+, мг/г (M ±m, n = 5)

Метал
Кiлькiсть

токсиканту СМ ЛФХ ФХ ФЕА

Zn2+ Контроль 0,23± 0,05 0,27 ± 0,05 3,92 ± 0,16 2,11 ± 0,14

0,5 ГДК 0,38± 0,03∗ 0,22 ± 0,04∗ 5,99 ± 0,39∗ 1,63 ± 0,20∗

2 ГДК 0,34± 0,06∗ 0,39 ± 0,06∗ 2,43 ± 0,08∗ 2,36 ± 0,13∗

Cd2+ Контроль 0,55± 0,09 0,2 ± 0,04 5,55 ± 0,16 4,28 ± 0,21

0,5 ГДК 1,06± 0,09∗ 0,32 ± 0,05∗ 8,86 ± 0,39∗ 4,41 ± 0,32

2 ГДК 1,37± 0,16∗ 0,44 ± 0,08∗ 4,78 ± 0,26∗ 7,34 ± 0,19∗

Пр и м i т ка. Тут i в табл. 2 : ∗ — ступiнь вiрогiдностi рiзницi дослiджуваних показникiв у риб дослiдних
груп порiвняно до показникiв у риб контрольної групи.
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Рис. 1. Показник “коефiцiєнта токсичностi металу” при дiї пiдвищених концентрацiй iонiв цинку (а) та
кадмiю (б ): 1 — контроль; 2 — 0,5 ГДК; 3 — 2 ГДК (M ±m, n = 5)

Отже, отриманi данi вказують на iстотнi змiни вмiсту фосфолiпiдiв у ядрах клiтин зябер
при експозицiї пiдвищених концентрацiй iонiв цинку та кадмiю. Спiввiдношення фосфолiпi-
дiв окремих фракцiй змiнює проникнiсть ядерної мембрани, що визначає рiвень акумулюва-
ння металу та вiдповiдно характер його впливу. На основi цих результатiв для визначення
характеру вiдповiдi на дiю iонiв у певнiй концентрацiї пропонуємо “коефiцiєнт токсичностi
металу”, який розраховується за такою формулою:

KТМ =
mметалу

дослiд /m
металу
контроль

mФХ

mФЕА
дослiд

/ mФХ

mФЕА
контроль

.

При дiї iонiв цинку та кадмiю у допороговiй концентрацiї коефiцiєнт токсичностi мета-
лу знижується (рис. 1), що вказує на адаптацiйнi перебудови мембран ядер клiтин зябер
та пiдтверджується достовiрним зниженням вмiсту первинних продуктiв пероксидацiї лi-
пiдiв. При дiї iонiв металiв у сублетальних концентрацiях спостерiгаємо зростання KТМ,
що свiдчить про їх токсичний вплив. Опосередкованим пiдтвердженням цьому є зростання
кiлькостi гiдропероксидiв лiпiдiв, вмiст яких обумовлює розвиток патологiчного процесу.

Таким чином, кореляцiя результатiв розрахунку коефiцiєнта токсичностi металу з по-
казниками нагромдження гiдропероксидiв лiпiдiв для iонiв цинку становить 98%, для iонiв
кадмiю — 95,4%.

Таблиця 2. Вмiст металiв та гiдропероксидiв лiпiдiв у мембранах ядер клiтин зябрового епiтелiю при дiї
пiдвищених концентрацiй iонiв Zn2+ й Cd2+ (M ±m, n = 5)

Метал
Кiлькiсть

токсиканту
в середовищi

Кiлькiсть
акумульованого

металу, нг/мг бiлка

Вмiст гiдропероксидiв
лiпiдiв, Е/г вологої

тканини

Zn2+ Контроль 1012 ± 67,8 2,44 ± 0,21
0,5 ГДК 886 ± 52,6∗ 2,22 ± 0,35∗

2 ГДК 1355 ± 84,7∗ 3,87 ± 0,32∗

Cd2+ Контроль 56,06 ± 4,83 2,125 ± 0,12
0,5 ГДК 61,7 ± 7,08 2,15 ± 0,19
2 ГДК 95,23 ± 5,42∗ 3,825 ± 0,23∗
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Ю.И. Сеник, В.А. Хоменчук, В. З. Курант, В.В. Грубинко

Липидный состав ядер клеток жабр карпа (Cyprinus carpio L.)
при действии повышенных концентраций ионов цинка
и кадмия

Исследованы изменения фосфолипидного состава ядер клеток жабр при экспозиции 0,5,
2 мг/дм3 Zn2+ и 0,005, 0,02 мг/дм3 Cd2+. Изучено накопление этих металлов и установлена
активность ПОЛ при их действии токсикантов. Установлено, что изменения исследуемых
показателей зависят не только от количества металла, но и от его физико-химических
характеристик. Рассчитан “коэффициент токсичности металла”, что отражает харак-
тер воздействия соответствующей концентрации металла.
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J. I. Senyk, V.A. Khomenchuk, V. Z. Kurant, V. V. Hrubinko

Lipid composition of cell nuclei of carp gills (Cyprinus carpio L.) at the
action of high concentrations of zinc and cadmium ions

The changes of the phospholipid composition of cell nuclei of gills are studied. The concentrations
of zinc and cadmium ions were 0.5 and 2 mg/dm3 Zn2+ and 0.005 and 0.02 mg/dm3 Cd2+. The
accumulation of these metals in nuclei is studied, and the activity of lipid peroxidation under their
action is determined. It is found that changes in the studied parameters depend not only on the
amount of a metal, but also on its physical and chemical characteristics. The “coefficient of metal
toxicity”, which accurately reflects the nature of the impact of the metal concentration, is calculated.
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(Представлено членом-кореспондентом НАН України С.О. Костерiним)

Дослiджено вмiст мiкроелементiв плазми кровi у хворих при розвитку пухлинних про-
цесiв. Встановлено, що за умов розвитку пухлинних процесiв у сироватцi кровi хворих
вiдбуваються змiни мiкроелементного балансу.

Визначальну роль у забезпеченнi протипухлинного iмунiтету вiдiграє функцiональна актив-
нiсть клiтин iмунної системи, що регулюється множиною регулюючих факторiв [1, 2]. Глiо-
ми — первиннi пухлини головного мозку, що походять iз клiтин глiального ростка (астро-
цитарного або олiгодендроглiального). Вони складають бiльше як 50% всiх пухлин ЦНС
у дорослих [3–5]. Проблема захворюваностi на злоякiснi глiоми головного мозку людини
залишається однiєю з актуальних у сучаснiй нейроонкологiї. На сьогоднi вже досягнутий
значний прогрес у дослiдженнi природи пухлини, уточненi механiзми контролю пролiфе-
рацiї клiтин, апоптозу, iнвазiї, ангiогенезу та метастазування. Такi новi данi були отриманi
при дослiдженнi функцiонального стану клiтин та структури пухлин, рiзних шляхiв переда-
чi внутрiшньоклiтинних сигналiв та молекулярних механiзмiв канцерогенезу. Не викликає
сумнiву той факт, що при розвитку даного патологiчного процесу можуть порушуватися
всi види обмiну речовин, у тому числi i мiкроелементiв.

Вiдомо, що мiкроелементи беруть участь у бiльшостi бiохiмiчних реакцiях, що вiдбу-
ваються в органiзмi. При цьому кожен мiкроелемент характеризується певним оптималь-
ним дiапазоном вмiсту, необхiдним для нормального функцiонування органiзму. Вiдхилення
в концентрацiї хiмiчних елементiв можуть викликати патологiї рiзного ступеня вираже-
ностi: фiзiологiчнi змiни в межах звичайної регуляцiї, значнi порушення метаболiзму та
онкологiчнi захворювання [6].

Метою дослiджень було оцiнити вмiст мiкроелементiв у плазмi кровi людини за умов
розвитку доброякiсних та злоякiсних глiом рiзних стадiй.

Матерiали i методи дослiджень. Об’єктом дослiджень були зразки плазми хворих
з доброякiсними та злоякiсними глiомами. Обстежено 32 пацiєнта вiком вiд 29 до 55 ро-
кiв, що знаходилися на лiкуваннi в Iнститутi нейрохiрургiї iм. акад. А.П. Ромоданова.

© О.В. Коваленко, Л.С. Холодна, С. А. Сенiн, Г.А. Любченко, Н. Я. Гридiна, 2013

ISSN 1025-6415 Доповiдi Нацiональної академiї наук України, 2013, №7 161



Для проведення пробопiдготовки використовували мiкрохвильову систему закритого типу
MARS-5 для мiнералiзацiї проб. Вмiст мiкроелементiв у сироватцi кровi визначали мето-
дом мас-спектрометрiї з iндуктивно-зв’язаною плазмою на приладi Varian (США), модель
820-MS. Концентрацiю елементiв визначали за допомогою калiбрувальних графiкiв, якi бу-
ли побудованi з використанням вiдповiдних розчинiв стандартних зразкiв. Вимiрювання
для кожної проби проводили не менше трьох разiв. Результати аналiзу виражали у мкг/г
сухої речовини.

Результати дослiджень та їх обговорення. Результати експериментальних дослiд-
жень показали, що при розвитку глiом вiдбувається порушення мiкроелементного балансу
(табл. 1). За умов розвитку доброякiсних глiом у сироватцi кровi хворих збiльшується вмiст
основних елементiв, таких як: селен — у 3,2 раза, залiзо — в 1,2 раза, хром — у 6 разiв,
нiкель — у 4 раза, алюмiнiй — у 6 разiв та йод — у 3,2 раза вiдносно контролю, знижується
вмiст цинку — в 1,7 раза, марганцю — у 4 рази, стронцiю — в 1,6 раза та кальцiю — в 1,7 раза.
За умов розвитку злоякiсної глiоми в сироватцi кровi хворих виявлено збiльшення вмiсту
таких бiоелементiв, як: селен — у 4,8 раза, хром — у 5 раза, нiкель — у 2,7 раза, алюмiнiй —
у 9,6 раза, залiзо — в 1,7 раза, йод — 6,7 раза, марганець — у 4 раза i зниження рiвня мiдi —
в 1,4 раза, цинку — в 1,6 раза, стронцiю — 1,8 раза, кальцiю — у 1,8 раза.

Збiльшення рiвня селену в сироватцi хворих на злоякiснi та доброякiснi глiоми може бу-
ти пов’язане з компенсаторно-пристосувальною реакцiєю органiзму. Вiдомо, що селен має
антиканцерогенний ефект: захищає клiтини вiд окисного стресу за рахунок пiдвищення
активностi глутатiонпероксидази, впливає на активнiсть ферментiв (наприклад, мiкросо-
мальної гiдроксолази печiнки, глутатiон-s-трансферази), якi беруть участь у метаболiзмi
канцерогенiв [7].

Зростання вмiсту залiза, хрому, алюмiнiю, нiкелю в сироватцi кровi хворих на злоякiснi
та доброякiснi глiоми може бути додатковим iнiцiюючим фактором розвитку канцерогене-
зу. Доведено, що вiльнi iони iз змiнною валентнiстю здатнi проникати в ядро клiтини та
iндукувати продукцiю вiльних радикалiв, що ушкоджують молекулу ДНК та викликають
iнактивацiю супресорних генiв (Rb та P53), а це, в свою чергу, може пiдвищити виживання
клiтин при розвитку пухлини [8].

На сьогоднi вiдомо, що бiльшiсть пухлин в органiзмi функцiонують подiбно “пастцi”
основних антиоксидантiв. Тому можна припустити, що зниження вмiсту мiдi, цинку та

Таблиця 1. Вмiст мiкроелементiв у кровi пацiєнтiв за умов розвитку глiом рiзних стадiй, мкг/г (M ± m;
n = 10)

Мiкроелементи Контроль Глiома доброякiсна Глiома злоякiсна

Se 0,05± 0,005 0,16 ± 0,01∗ 0,24 ± 0,23∗

Fe 1,45± 0,12 1,8 ± 0,16∗ 2,5 ± 0,22∗

Cu 1,5± 0,13 1,3 ± 0,11 1,1 ± 0,91
Zn 1,3± 0,11 0,75 ± 0,68∗ 0,79 ± 0,69∗

Mn 0,2± 0,012 0,05 ± 0,005∗ 0,81 ± 0,79∗

Sr 0,15± 0,13 0,09 ± 0,08∗ 0,08 ± 0,07∗

Cr 0,01± 0,001 0,06 ± 0,005∗ 0,05 ± 0,04∗

Ni 0,44± 3,9 1,8 ± 1,7∗ 1,2 ± 1,1∗

Al 0,03± 0,003 0,19 ± 0,16∗ 0,29 ± 0,28∗

I 0,1± 0,01 0,32 ± 0,26∗ 0,67 ± 0,68∗

Са 90± 8,21 51,6 ± 5,14∗ 48,8 ± 47,9∗

∗p 6 0,05 порiвняно з контролем.
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марганцю в сироватцi кровi хворих на злоякiснi та доброякiснi глiоми може бути зумовлено
перерозподiлом даних мiкроелементiв у трансформованi тканини.

Як свiдчать данi iнших дослiдникiв [9, 10], пiдвищення рiвня антиоксидантних мiкро-
елементiв (цинку, мiдi, марганцю) сприяє зростанню пролiферативного потенцiалу пухлини
порiвняно з нормальними тканинами i дає можливiсть утримувати на низькому рiвнi вмiст
активних форм кисню в умовах дефектностi ферментiв антиоксидантного захисту (мiдь,
цинк СОД, марганець СОД) у бiльшостi злоякiсних новоутвореннях [9, 10].

Зниження рiвня стронцiю в сироватцi кровi може бути пов’язано з наявнiстю скла-
дних антагонiстичних взаємодiй мiж рiзними хiмiчними елементами, оскiльки вiдомо, що
зростання рiвня есенцiальних мiкроелементiв (селену, залiза) може викликати зниження
вмiсту умовно-есенцiальних мiкроелементiв [11].

Не викликає сумнiву, що кальцiй бере учать у передачi сигналу в клiтини [12] та про-
цеси активацiї лiмфоцитiв [12], i тому зниження його вмiсту в сироватцi кровi хворих на
доброякiснi та злоякiснi глiоми може свiдчити про те, що в даному патологiчному процесi
вiдбувається iндукцiя сигнальних систем клiтини (фосфатидилiнозидольного сигнального
каскаду), якi задiянi в регуляцiї клiтинного циклу, пролiферацiї, апоптозу, полярностi клi-
тини та їхнього диференцiювання.

Таким чином, на пiдставi отриманих результатiв встановлено, що у хворих за умов роз-
витку доброякiсної та злоякiсної глiоми вiдбуваються достовiрнi порушення мiкроелемент-
ного вмiсту в сироватцi кровi порiвняно з контролем та має мiсце кореляцiя металолiганд-
ного гомеостазу.
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Н.Я. Гридина

Содержание микроэлементов в плазме крови больных при развитии
опухолевых процессов

Исследовано содержание микроэлементов плазмы крови у больных при развитии опухолевых
процессов. Установлено, что при развитии опухолевых процессов в сыворотке крови больных
происходят изменения микроэлементного баланса.

O.V. Kovalenko, L. S. Kholodna, S.A. Senin, G.A. Liubchenko,
N.Ya. Hrydina

Сontеnts of microelements in blood plasma of patients in the
development of tumor processes

The results of studies of the content of trace elements in blood plasma in patients with tumor
development processes are presented. It is found that, under conditions of tumor processes, the
changes of the microelement balance occur in blood serum of patients.
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Фазовое распределение, формы нахождения и доля

микрочастиц в грунтовой воде по 137Cs, 90Sr, урану
и трансурановым элементам

(Представлено академиком НАН Украины В. П. Кухарем)

Исследовано фазовое распределение и формы нахождения изотопов 137Cs, 90Sr, урана
и трансурановых элементов (плутония, америция) на грубодисперсной твердой фазе,
коллоидных частицах и в растворенном состоянии в грунтовых водах из скважин 1-3А,
4-3А и 2-Г промплощадки ЧАЭС за 2011–2012 гг. Показана важная роль микрочасти-
чек размером 0,1–0,2 мкм и коллоидных частиц размером 0,01–0,1 мкм в механизме
миграции радионуклидов с поверхностных слоев почвы в грунтовые воды. Основной эко-
логической опасностью является миграция актинидов, связанных с техногенными кол-
лоидными частицами.

В настоящее время влияние объекта “Укрытие” на экологическую обстановку в ближней
зоне Чернобыльской АЭС определяется двумя основными факторами: выбросом радио-
активных аэрозолей через технологические отверстия и неплотности на верхних отметках
объекта и его легкой кровли, а также неорганизованными протечками радиоактивно загря-
зненных вод, которые могут попасть в грунтовые воды.

Мониторинг радиоактивного загрязнения поверхностных и грунтовых вод является од-
ной из основных задач контроля миграции радионуклидов в водных системах. Динамика
распределения техногенных радионуклидов в системе вода — взвесь — донные отложения
является предметом ряда исследований [1–4].

Регулярный контроль радиационного состояния вод из наблюдаемых скважин, который
выполняется на всех ядерных объектах, в том числе и на ЧАЭС, сводится к регистрации
изменения концентрации радионуклидов. Для решения практических задач по снижению
радиоактивного загрязнения поверхностных и грунтовых вод необходимо знать фазовое
распределение и формы нахождения радионуклидов.

В районе расположения ЧАЭС имеются два водоносных горизонта: верхний — четвер-
тичный безнапорный — залегает на глубине от долей метра до 5–8 м, сложен мелко- и сред-
незернистыми песками с линзами супесей и суглинков; нижний — бучакско-каневский на-
порный — имеет мощность 15–17 м и сложен песками, местами с примесью гравия [5].
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Оба горизонта разделены слоем киевских мергелей и мергелистых глин. Мощность слоя
от 5–7 м до 15 м. Слой киевских мергелей служит кровлей бучакско-каневского горизонта
и одновременно подстилает четвертичный водоносный горизонт.

Потоки загрязненных вод от могильников, захоронений и промплощадки АЭС направ-
лены в сторону р. Припять и затрагивают четвертичный водоносный горизонт и зону конт-
рольных скважин. Оценка загрязненности бучакского водного потока сводится к вопросу
о степени проницаемости водоупорной кровли, сложенной из киевских мергелей и мерге-
листых глин. Проницаемость мергелевой кровли зависит от того, есть ли в слое мергелей
“окна”, нарушающие целостность перегородки.

Нельзя исключать наличие отдельных слоев или перемычек, сложенных из пород с ма-
лой величиной сорбционной емкости по отношению к техногенным радионуклидам. Сущест-
вуют случаи, когда при закачке загрязненных вод возникали опасные протечки, которые
не прогнозировались при разведывательном бурении [6].

Цель настоящего сообщения — изучение фазового распределения и форм нахождения
137Cs, 90Sr, 238−240Pu, 241Am и U в образцах грунтовой воды, отобранных из скважин пром-
площадки объекта “Укрытие”, на мелкодисперсной твердой фазе, коллоидных частицах и
в растворенном состоянии.

В данной работе грунтовые воды отбирались из скважин 1-3А, 4-3А и 2-Г: в северной
части промплощадки на каскадной стене ниже по потоку грунтовых вод находятся сква-
жины 1-3А и 4-3А, а 2-Г расположена в локальной зоне объекта “Укрытие” ниже по потоку
грунтовых вод. Направление потока грунтовых вод — с юго-запада на северо-восток. Раз-
грузка потока грунтовых вод происходит в русло р. Припять со скоростью горизонтальной
фильтрации вод в пределах 15–35 м/год при расходе от 60 до 120 м3/сут. Глубина пробурен-
ных скважин 1-3А и 4-3А составляет соответственно 24,5 и 26,5 м, а скважины 2-Г — 9 м.
Скважины оборудованы фильтрами, расположенными в верхней зоне насыщения (1–2 м
ниже минимального уровня грунтовых вод). Данная конструкция скважин, учитывая на-
личие воды по разрезу слоя загрязненных радионуклидами пород, позволяет исследовать
именно верхний слой грунтовых вод. Некоторые гидрохимические свойства грунтовой воды
из наблюдаемых скважин объекта ЧАЭС демонстрирует табл. 1 [7]. Как видно из данных
таблицы, в гидрохимическом составе грунтовых вод основными компонентами, определяю-
щими состав воды и ее минерализацию, являются катионы Na+, K+, Mg2+, Ca2+ и анионы
Cl−, Br−, SO2−

4 , NO−
3 , HCO−

3 . Хлориды, сульфаты, гидрокарбонаты принадлежат к числу
хорошо растворимых соединений, которые определяют химический состав грунтовых вод
(гидрокарбонатный, сульфатный, хлоридный). Общая минерализация воды в исследуемых
скважинах составляет 310–340 мг/дм3и характерна для грунтовых вод локальной зоны
объекта “Укрытие”.

Подготовка грунтовой воды включала последовательное фильтрование через бумажный
фильтр “белая лента” с размером пор около 3 мкм и капроновый фильтр с размером

Таблица 1

Номер
скважины

pH Eh, мВ
Концентрация, мг/дм3

HCO−

3 CO2−
3 Br− SO2−

4 Cl− NO−

3 Na+ K+ Mg2+ Ca2+

1-3А 6,9 180 150 — 190 58 20 1,2 40 13 6,4 26
4-3А 6,2 205 84 — 120 120 31 2,3 52 5,0 8,1 27
2-Г 9,9 175 160 33 46 91 3,5 2,0 32 40 3,0 17
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пор 0,2 мкм. Для выделения тонкодисперсных взвешенных примесей из исследуемой во-
ды использовался метод ультрафильтрации с набором мембранных фильтров с размером
пор 0,1 и 0,01 мкм. Фильтрат, концентрат и фильтры направляли на радиометрию. Радио-
нуклиды, находящиеся в фильтрате после мембраны 0,01 мкм, условно считали растворен-
ными.

Исследованы формы нахождения радионуклидов в образцах грунтовых вод после фильт-
рования через мембраны 0,01 мкм. Фильтрат параллельно пропускали через катионообмен-
ную смолу КУ-2–8чСВ в водородной форме и через анионообменную смолу АВ-17–8чСВ
в гидроксильной форме. Определяли активность изотопов Cs, Sr, трансурановых элемен-
тов и содержание U в исходной грунтовой воде, а также в фильтратах после мембраны
0,01 мкм, катионита и анионита. Hаходили вклад каждого из радионуклидов и урана, ас-
социированных на твердой фазе (крупнее 0,1 мкм) и коллоидных частицах (0,01–0,1 мкм),
а также в ионнодисперсной форме (отдельно катионная и анионная формы) в их активность
(концентрацию) в исходной воде. Для определения содержания урана и радионуклидов на
твердой фазе проводили радиохимический анализ осадков на фильтрах.

Для гамма-спектрометрических измерений и радиохимического анализа отбирали пробы
грунтовой воды объемом 1,5–2,0 дм3. Концентрирование проб получали упариванием до
влажных солей. Для озоления органической составляющей сухой остаток обрабатывали
концентрированной азотной кислотой с добавлением перекиси водорода при упаривании до
сухих солей.

Содержание U, Pu и Am определяли альфа-спектрометрическим методом после ионо-
обменного выделения по методике, описанной в статье [8]. Для определения химического
выхода U, Pu и Am вносили метки 232U, 242Pu и 243Am. Активность 238U, 238Pu, 239+240Pu
и 241Am измеряли на восьмиканальном альфа-спектрометре OCTETE РС фирмы ORTEC
с полупроводниковыми кремниевыми детекторами серии ULTRA площадью 300 мм2. По-
грешность измерений активности 238U, 238Pu, 239+240Pu и 241Am составляла ±(15–40)% при
доверительной вероятности p = 0,95. Весовое количество урана в осадках на фильтрах и его
концентрацию в воде рассчитывали из активности 238U.

Стронций из предварительно подготовленных проб воды и осадков на фильтрах выделя-
ли экстракционно-хроматографическим методом. В качестве носителя использовали порош-
ки фторопласта-4, импрегнированного раствором 0,4 моль/дм3 эфира дициклогексил-18-
краун-6 в хлороформе. Химический выход Sr 90–95%. Активность 90Sr измеряли с помо-
щью β-радиометра РУБ-01П, в состав которого входят измерительное устройство УИ-38П1
в комплекте с блоком детектирования БДЖБ-06П1. Минимально измеряемая активность
90Sr за 1800 с — 0,7 Бк (для плоской пробы). Погрешность измерений активности Sr ±25%
при p = 0,95.

Cодержание 137Cs в образцах определяли на гамма-спектрометре с германиевым детек-
тором LG 2020, имеющем входное бериллиевое окно толщиной 0,5 мм с энергетическим
разрешением 1,6 МэВ 60Co и 0,5 кэВ 241Am. Минимально детектируемая активность 137Cs
составляла (0,1 ± 0,02) Бк. Погрешность измерений активности 137Cs ±22% при p = 0,95.

Данные радиохимического состава и формы нахождения 137Cs, 90Sr, 238−240Pu, 241Am и
U в образцах грунтовой воды (% активности (концентрации)) из скважин промплощадки
объекта “Укрытие” на грубодисперсной твердой фазе, коллоидных частицах и в растворен-
ном состоянии демонстрируют табл. 2 и 3 (соответственно 2011 и 2012 гг.).

Активность 137Cs в изученных грунтовых водах составляла 28–50 Бк/дм3. Доля раство-
ренного 137Cs, находящегося преимущественно в катионной форме, 23–83% общей актив-
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ности этого радионуклида в пробе. Вклад активности 137Cs на твердой фазе с размером
частиц 0,1–0,2 мкм колеблется в пределах от 6 до 12%, а на коллоидных частицах от 6
до 30%. Вклад 137Cs на твердой фазе с размером частиц больше 0,2 мкм в суммарную
активность радионуклида в воде равен 2–42%.

Активность 90Sr в исследованных пробах грунтовых водах 23–160 Бк/дм3. Доля рас-
творенного 90Sr, находящегося преимущественно в катионной форме, равна 68–96% общей
активности радионуклида в воде. Вклад активности 90Sr на твердой фазе с размером частиц
0,1–0,2 мкм колеблется в пределах от 2,2 до 4,9%, а на коллоидных частицах — от 1,2
до 26% в суммарную активность радионуклида в пробах воды. Вклад 90Sr, находящегося

Таблица 2

Скважина
Радио-

нуклиды

Активность
в воде,
Бк/дм3

Фаза (размер частиц, мкм)

грубодисперсная
твердая коллоидная

(0,01–0,1)
ионно-

дисперсная
>0,2 0,1–0,2

1-3А 137Cs 32 42 6,0 11 41
90Sr 56 23 4,5 7,5 65
U 1,4∗ 16 4,5 2,5 77
238−240Pu 1,6 43 6,0 12 39
241Am 1,4 63 14 20 3,0

4-3А 137Cs 28 2,0 9,0 6,0 83
90Sr 160 0,6 2,2 1,2 96
U 0,13∗ 44 12 14 30
238−240Pu 0,33 2,0 47 26 25
241Am 0,44 1,0 51 35 13

∗Концентрацию определяли в мкг/дм3.

Таблица 3

Скважина Радио-
нуклиды

Активность
в воде,
Бк/дм3

Фаза (размер частиц, мкм)

грубодисперсная
твердая коллоидная

(0,01–0,1)

ионно-
дисперсная

>0,2 0,1–0,2 катионная
форма

анионная
форма

1-3А 137Cs 50 36 11 30 21 2,0
90Sr 50 2,7 2,3 26 57 12
U 0,90∗ 19 33 14 13 21
238−240Pu 1,2 9,4 9,7 77 0,9 3,0
241Am 1,1 17 12 68 1,4 1,6

4-3А 137Cs 14 41 12 12 27 8,0
90Sr 23 17 2,9 11 68 1,1
U 0,63∗ 32 4,6 8,4 55∗∗

238−240Pu 0,25 38 27 29 3,0 3,0
241Am 0,63 59 14 22 2,0 3,0

2-Г 137Cs 37 27 9,5 22 38 3,5
90Sr 50 9,3 4,9 18 62 5,8
U 1,1∗ 10 3,0 23 27 37
238−240Pu 0,32 23 17 51 6,6 2,4
241Am 0,54 20 17 62 0,66 0,34

∗Концентрацию определяли в мкг/дм3.
∗∗Ионно-дисперсная фаза.
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на твердой фазе с размером частиц больше 0,2 мкм, в его активность в исходной воде равен
0,6–23%.

Концентрация урана в грунтовой воде составляла 0,13–1,4 мкг/дм3, доля растворено-
го U, находящегося как в анионной, так и катионной формах, — 30–77% его общего содержа-
ния в воде. Вклад твердой фазы с размером частиц 0,1–0,2 мкм в суммарное содержание U
в воде равен 4,5–33%, а на коллоидных частицах — 2,5–23% суммарного его содержания
в образцах грунтовых вод. Вклад урана с размером частиц больше 0,2 мкм в его актив-
ность в исходной воде равен 10–44%.

Объемная активность изотопов плутония (238Pu + 239Pu + 240Pu) в изученных грунто-
вых водах составляла 0,25–1,6 Бк/дм3. Доля растворенного 238−240Pu, находящегося как
в анионной, так в и катионной формах, равна 3,9–39% общей активности этих изотопов
в исходной воде. Вклад твердой фазы с размером частиц 0,1–0,2 мкм в суммарную актив-
ность изотопов Pu в воде равен 6–47%, а на коллоидных частицах сосредоточено 12–77%
суммарной активности изотопов Pu в воде. Вклад плутония, размер частиц которого больше
0,2 мкм, в его активность в исходной воде равен 2–43%.

Активность 241Am в грунтовых водах 0,44–1,4 Бк/дм3. Доля растворенного 241Am, на-
ходящегося как в в анионной, так и катионной формах, равна 1–13% общей активности
этого изотопа в воде. Вклад твердой фазы с размером частиц 0,1–0,2 мкм в суммарную
активность 241Am в воде колеблется от 12 до 51%, а на коллоидных частицах — находится
от 20 до 68% суммарной активности 241Am в пробах воды. Вклад 241Am, размером частиц
которого больше 0,2 мкм, в его активность в исходной воде равен 1–63%.

В данном сообщении приведены новые данные о существенной роли твердой фазы с раз-
мером частиц 0,1–0,2 мкм и коллоидных частиц в механизме переноса радионуклидов водой
из поверхностных слоев почвы в грунтовые воды. Об этом свидетельствуют значения актив-
ностей радионуклидов, ассоциированных на этих частицах (см. табл. 2, 3). Так, активность
137Cs на частицах составляет 3,4–21 Бк/дм3 в пробах воды, что соответствует 15–41% об-
щей активности этого изотопа в грунтовой воде. Активность 90Sr на микрочастицах состав-
ляет 3,2–15 Бк на 1 дм3 воды, что соответствует 3,4–28% общей активности этого изотопа
в грунтовой воде. Содержание U в составе микрочастиц в пересчете на 1 дм3 воды рав-
но 0,034–0,42 мкг, что соответствует 7–47% суммарного содержания U в грунтовой воде.
Активность изотопов Pu на микрочастицах составляет 0,22–1,0 Бк на 1 дм3 воды, что со-
ответствует 18–87% общей активности этих изотопов в грунтовой воде. Активность 241Am
на микрочастицах составляет 0,23–0,88 Бк на 1 дм3 воды, что соответствует 34–86% общей
активности этого изотопа в грунтовой воде.

Проведено сопоставление активности радионуклидов в грунтовых водах из скважин
промплощадки объекта “Укрытие”, полученных в нашем исследовании, с такими же дан-
ными за период с декабря 2004 г. по февраль 2006 г. по скважине 2-Г [9]. Активности 137Cs
и ТУЭ в 2011–2012 гг. существенно возросли по сравнению с активностями этих радионук-
лидов, которые были определены в исследовании [9], что, вероятно, связано с сезонными
колебаниями уровня грунтовых вод и миграцией радионуклидов из вышележащих высоко-
активных слоев почвы.

Содержание 90Sr в пробах грунтовой воды из наблюдаемых скважин в 2004–2006 гг.
составляло 71–540 Бк/дм3 и снизилось в 2011–2012 гг. до значений 23–160 Бк/дм3.

Распределение радионуклидов по различным фракциям взвеси показывает, что Pu и Am
в значительной степени связаны с крупнодисперсной фракцией с размером частиц более
3 мкм и вероятнее всего находятся в составе топливных “горячих” частиц.
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В данном исследовании выявлена еще одна особенность проб грунтовых вод, связанная
с состоянием и формами нахождения U, Pu и Am. Так, содержание U в пересчете на 1 дм3

воды в составе ионно-дисперсной фазы равно 30–77% общего его содержания в воде, при
этом вклад катионной составляющей равен 21–37% (см. табл. 3). Активность изотопов Pu
в составе ионно-дисперсной фазы составляет 3,9–39% общей их активности в воде, вклад
анионной составляющей равен 2,4–3,0%. Активность 241Am в составе ионно-дисперсной фа-
зы составляет 1–13% общей ее активности в грунтовой воде, при этом вклад анионной
составляющей равен 0,34 — 3%. Присутствие как катионных, так и анионных форм U,
Pu и Am в грунтовой воде вызвано возможностью образования их ассоциатов с фракция-
ми фульвокислот и гуминовых кислот, характерных для различных почв ближней зоны
отчуждения ЧАЭС [10].

Миграция радионуклидов в почве происходит в результате нескольких одновременно
протекающих процессов: диффузии в почвенном растворе и двойном диффузионном слое,
переносе с гравитационным током воды [11, 12]. Диффузия ионов часто вносит основной
вклад в суммарное перемещение радионуклидов в почвах [11]. При конвективном переносе
радионуклиды мигрируют в почвах не только в растворенном состоянии, но и в виде твердой
фазы [12]. Установлено, что частицы размером 0,5–20 мкм способны перемещаться в почве
с током свободной влаги по типу механического переноса через поры, а частицы меньшего
размера — с движением пленочной влаги [13]. Независимо от типа почв большое количество
нуклидов задерживается в верхней части почвенного профиля (0–10 см) и их содержание
уменьшается по глубине.

Таким образом, по итогам исследований, выполненных в 2011–2012 гг., показано, что
наряду с миграцией радионуклидов в ионной форме существенный вклад в механизм пе-
реноса радионуклидов вносят микрочастицы размером 0,1–0,2 мкм и коллоидные частицы
размером 0,01–0,1 мкм. Экспериментальные данные механизма миграции радионуклидов
с промплощадки объекта “Укрытие” свидетельствуют о быстрой их миграции радионукли-
дов с поверхностных слоев почвы в грунтовые воды и впервые были опубликованы в ра-
боте [14].
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Л. I. Руденко, В.Є. Хан, О.О. Одiнцов, О.В. Джужа

Фазовий розподiл, форми знаходження мiкрочастинок у грунтовiй
водi за 137Cs, 90Sr, ураном i трансурановими елементами

Дослiджено фазовий розподiл та форми знаходження iзотопiв 137Cs, 90Sr, урану й трансура-
нових елементiв (плутонiю, америцiю) на грубодисперснiй твердiй фазi, колоїдних частин-
ках i в розчиненому станi в грунтових водах зi свердловин 1-3А, 4-3А й 2-Г проммайдан-
чика ЧАЕС за 2011–2012 рр. Показано важливу роль мiкрочастинок розмiром 0,1–0,2 мкм
i колоїдних частинок розмiром 0,01–0,1 мкм у механiзмi мiграцiї радiонуклiдiв з поверхне-
вих шарiв грунту в грунтовi води. Основною екологiчною небезпекою є мiграцiя актинiдiв,
пов’язаних з техногенними колоїдними частинками.

L. I. Rudenko, V. E. Khan, О.О. Odintsov, O.V. Dzhuzha

Phase distribution and modes of occurrence percentage of microparticles
in the groundwater at 137Cs, 90Sr, uranium, and transuranic elements

The phase distribution and modes of occurrence of isotopes 137Cs, 90Sr, uranium, and transuranic
elements (plutonium, americium) for the coarse solid phase, colloidal particles, and dissolved in
groundwater from wells 1-3A, 4-3A, and 2-Г of the ChNPP industrial site for 2011–2012 are
studied. The important role of microparticles with a size of 0.1–0.2 microns and colloidal particles
with a size of 0.01–0.1 microns in the mechanism of migration of radionuclides from the surface
layers of the soil into the groundwater. The main environmental threat from the migration of
actinides is associated with man-made colloidal particles.
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